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Esipuhe

Kaésilld oleva moniste on tarkoitettu opetusmateriaaliksi Tampereen teknillisen yliopiston
signaalinkdsittelyn laitoksen kurssille "Signaalinkésittelyn sovellukset". Materiaali on ke-
hittynyt nykyiseen muotoonsa luennoidessani aiheesta Jyvaskylan yliopistossa lukuvuon-
na 1995-1996, Tampereen yliopistossa lukuvuonna 1999-2000 ja Tampereen teknillisessa
yliopistossa lukuvuosina 1999-2011. Monisteen edellinen versio ilmestyi vuonna 2010, ja
sithen verrattuna tdssd painoksessa kappaleiden jdrjestys on muuttunut ja kappale 6 on
uusi. Lisdksi tdhadn versioon on lisatty harjoitustehtdvia seka tehty lukuisia pienempia kor-
jauksia.

Kurssi ja sen materiaali ovat jatkoa kurssille "Signaalinkéasittelyn menetelmaét"”, jon-
ka paddpaino on lineaaristen jdrjestelmien teoriassa. Tdssd monisteessa keskitytddn enem-
maéan sovelluksiin. Moniste esittelee seuraavat aihepiirit: ndytteenottotaajuuden muunte-
lu, adaptiivinen suodatus, spektrin estimointi, oppivat jarjestelmaét, tilastollinen signaalin-
kasittely, signaaliprosessorit ja ddnisignaalin pakkaaminen, epélineaarinen suodatus. Ai-
hepiirien valinnassa on pyritty luomaan katsaus tarkeimpiin nykyaikaisten sovellusten
kdyttdmiin menetelmiin.

Monet harjoitusassistentit, opiskelijat ja kollegat ovat olleet avuksi monisteen laatimi-
sessa. Erityisesti mainittakoon Jari Niemi, Antti Niemisto, Matti Nykter ja Tuomo Pirinen
TTY:1ta sekd Prof. Hisakazu Kikuchi Niigatan yliopistosta Japanista.

Lisdinformaatiota 16ytyy kurssin kotisivulta, jonka osoite on

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/.

Sivulta 16ytyy myos monisteen tuorein versio PDF-muodossa.
Kurssin "Signaalinkédsittelyn menetelmét" materiaali puolestaan 16ytyy osoitteesta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1201/.

Monistetta on kdytetty opetusmateriaalina vastaavilla kursseilla Tampereen AMK:ssa,
Kemi-Tornion AMK:ssa, Jyvadskylan AMK:ssa, Oulun AMK:ssa, Kuopion yliopistossa sekd
TTY:n koordinoimassa DI-muuntokoulutuksessa Kuopiossa. Pyynnostd materiaalin kay-
tolle voidaan myontdad lupa myods muualla. Télloin voin tarvittaessa toimittaa myos luen-
tokalvot seka harjoituksissa kdytettdvia Matlab-skripteja.

Tampereella, 16. helmikuuta 2012,
Heikki Huttunen
heikki. huttunen@tut.fi
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Luku1

Airellisen sananpituuden vaikutukset

Téahanastinen suodinten suunnittelu on tehty oletuksella, ettd kdytossd on ddreton sanan-
pituus ja laskentatarkkuus. Jopa Matlabilla suunniteltaessa saatavien suodinten kertoimet
on esitetty verrattain suurella tarkkuudella. Kun suotimet kdytdnnosséa toteutetaan, taytyy
kuitenkin kiinnittdd huomiota kaytettdvan lukuesityksen vaikutukseen suodinten todel-
liseen kdyttdytymiseen. Jos suotimet toteutetaan jollain korkean tason ohjelmointikielelld
(C, Pascal, Fortran, Matlab) ja liukulukuaritmetiikkaa tukevalla suorittimella, pyoristys-
virheet eri vaiheissa ovat suhteellisen pienid. Signaalinkasittelyprosessorit eivdt useimmi-
ten laske liukuluvuilla, koska kiintedn pilkun aritmetiikan laskutoimitukset vaativat va-
hemman resursseja (virtaa, tilaa, jadhdytystd, jne.) ja ne on halvempi toteuttaa. Tyypillinen
signaalinkdsittelyprosessori toteuttaa laskutoimitukset kahdeksan, kahdentoista tai kuu-
dentoista bitin tarkkuudella, joten py0ristysvirheisiin on syyta kiinnittdd huomiota.

Digitaalisen IIR-suotimen tdrkeimmat dédrellisestd sananpituudesta johtuvat virheldh-
teet on lueteltu seuraavassa.

e Kvantisointivirhe, joka syntyy muunnettaessa sisddn tuleva analoginen signaali di-
gitaaliseksi signaaliksi, jonka esityksessd kdytetddn verraten pientd bittimaaraa.

¢ IIR-suotimen kertoimien esitys darelliselld bittimaaralla aiheuttaa muutoksia taajuus-
vasteessa ja stabiilisuusominaisuuksissa.

e Adrellisen sananpituuden seurauksena jirjestelméan laskutoimituksissa saattaa tulla
ylivuotoa, jolloin tulokset menettavat merkityksensa lahes taysin.

e Suodatettaessa tarvittavien kertolaskuoperaatioiden tulokset pyoristetdaén tai katkais-
taan kdytetyn sananpituuden mukaisesti.

Jos aritmetiikka on toteutettu kahden komplementtiin (two’s complement) perustuen, niin
ylivuototilanteessa esimerkiksi kahden suuren positiivisen luvun summaksi saadaan itsei-
sarvoltaan suuri negatiivinen luku. Tamé luonnollisestikin sotkee koko suodatuksen, sil-
14 tallainen suuri virhe sdilyy ja kertautuu jatkossa IIR-suodinten rekursiivisen rakenteen
vuoksi.



2 SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

1.1 AD-muunnoksen kvantisointivirhe

Muunnettaessa analoginen signaali digitaaliseksi on kaytettdvissd ainoastaan darellinen
maara bittejd kunkin signaalin arvon esittimiseen. Merkitdan kiytettavaa bittimaarad (merk-
kibittid lukuunottamatta) muuttujalla b ja tarkastellaan tapausta, jossa diskreetin signaalin
kaikki lukuarvot on jaettu tasavilisesti valille [—1, 1].

Jos kdytossd on esimerkiksi seitsemédn bittid (+merkkibitti), voidaan kahden komple-
menttiaritmetiikalla esittaa luvut —128, —127,—126,...,—1,0,1,...,125,126,127. Nama lu-
vut skaalataan vilille [—1, 1] yksinkertaisesti jakamalla ne luvulla 27 = 128. Niin saa-
daan kvantisointitasot —{35, —12f —12& L .0 L 1B 1% 1 Namé kolme esi-

tysmuotoa tapauksessa b = 2 on esitetty alla olevassa taulukossa.

bindiiriesitys 100 101 110 111 000 001 010 011
desimaaliesitys —4 -3 -2 —1 0 1 2 3
koantisointitaso —% -3 —2 1L 0 123

Taulukon tapauksessa kahden kvantisointivilin etdisyys on ; ja yleisesti ottaen se on
27" kiytettdessd b:té bittid (+merkkibittid). Kvantisoitaessa muodostuva virhe on enintdan
puolet tistd eli 27°/2, jos kédytetddn pyoristystd ladhimp&dn numeroon.! Tamé virhe e(n)
voidaan ajatella lisdtyksi alkuperdiseen signaaliin x(1), jolloin saadaan tulos

R(M) =x(n) +e(n).

Alla olevissa kuvissa on esitetty sinisignaali yhtendiselld viivalla ja tulos kvantisoitaessa
seitsemddn bittiin (+merkkibittiin) ympyroilld. Alemmassa kuvassa on kvantisointivirhe
e(n).

ik Tl A m sateniip
:;l ISy ﬂ l

® | |
0 10 20 30 40 50 60

Tyypillisesti kvantisointivirheestd e(n) tehdddn seuraavat oletukset tilastollista analyy-
sid varten.

Ylin kvantisointitaso on poikkeus téstd, koska esimerkiksi taulukon tilanteessa pitdd kaikki luvut valilta
5 oristdd alaspdin lukuun 5. Tama poikkeus jatetddn yleensa huomiotta, koska suuremmilla bittimaa-
rilld virheen suuruusluokka on hyvin pieni ja se mydskin esiintyy hyvin harvoin.
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1. Signaali e(n) on stationaarinen satunnaisprosessi, eli sen tilastolliset ominaisuudet
eivat muutu ajan myota.

2. Signaalin e(n) lukuarvot eivit riipu lukujonon x(n) arvoista.

3. Signaalin e(n) arvot ovat riippumattomia toisistaan, eli e(n) on valkoista kohinaa (whi-
te noise).

4. Signaalin e(n) arvot ovat jakautuneet tasaisesti vélille (—27°/2,27°/2].

Néamaé oletukset ovat voimassa, jos signaali on riittdvan satunnainen. Ne eivit pida
paikkaansa kaikille signaaleille x(n): jos esimerkiksi x(n) on yksikkoaskel, niin useimmat
edelld mainituista oletuksista eivit ole voimassa. Nditd oletuksia kdayttdmalld saadaan kui-
tenkin johdettua yksinkertainen malli kvantisointivirheiden méérélle.

Jos oletetetaan jdrjestelmén kayttavan pyoristystd ldhimpaan lukuun, niin silloin sig-
naalin e(n) odotusarvo?

ke = Ele(n)] =0,
ja varianssi
o- =E[(e(n) — pe ) = Ele(n)?].
Ry
Odotusarvon (toisesta) maaritelmésti® saadaan edelleen:
272
1
7 _ 2
Ele(n)] = J X5 dx
—2-b/2
272
_ b / X
3
—2-b/2
2—3b 2—3b
24 24
272b
12°
Kvantisoidun signaalin signaali-kohinasuhde (signal to noise ratio; SNR) maéaéritelldan

signaalin tehon suhteena kohinan tehoon (desibeliasteikolla), ja se saadaan ndiden varians-

sien suhteesta: ,

O—X
SNR = 101log;, ol
Signaali-kohinasuhde on siis kvantisoinnissa b bittiin (+merkkibitti)
2

O—X
10log;, 2-20/12
10log,,(07) + 101log,,(12) + 2b - 101log,,(2)
~ 10log,,(02) +10.79 + 6.02b.

SNR =

?Kutakuinkin sama asia kuin lukujonon keskiarvo, s.o. lim 51+ 1 e(k).
n—oo

3Jos tiedetddn satunnaismuuttujan x jakauma p(x), voidaan x:n odotusarvo laskea kaavasta E[x] =
o0
= xp(x) dx.
—00
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Signaali-kohinasuhde kasvaa siis noin 6 dB jokaista lisabittid kohden.

Yll4 olevaa kaavaa sievempéddn muotoon ei ole mahdollista paastd tekemaittd oletuk-
sia signaalista x(n) ja sen varianssista 02. Kulutuselektroniikkatuotteissa halutaan yleensa
mahdollisimman hyvé signaali-kohinasuhde ja siksi teknisissd tiedoissa ilmoitettu SNR
lasketaan mahdollisimman suuriamplitudiselle signaalille. Téallaiseksi sopii esimerkiksi
sini- tai kosinisignaali amplitudilla 1, esimerkiksi

x(n) = cos(27-0.25 - n).

Nyt signaalissa x(n) toistuu jakso ..., 1,0,—1,0,..., joten signaalin nelion odotusarvo on
1. Samaan tulokseen paéstdan muillakin taajuuksilla kuin 0.25. Oletuksella 02 = 1 saadaan
signaali-kohinasuhteeksi

SNR ~ 10 log]o(%) +10.79 +6.02b = 6.02b 4 7.78.

Esimerkiksi CD-soitin esittdd ndytteet 16 bitin tarkkuudella, joten télla sinisignaalilla sen
SNR~ 6.02- (16 — 1) + 7.78 ~ 98 dB.

Toinen yleinen oletus signaalin x(n) varianssista on, ettd sen amplitudi on skaalattu
johonkin vakioarvoon. Kdytdnnon tilanteissa tdytyy nimittdin varautua siihen, ettd ana-
loginen signaali, josta nédytteitd otetaan, saa ajoittain hyvinkin suuria arvoja. Siksi sisddn-
tulevan signaalin amplitudi on tapana kertoa jollain vakiolla A. Ndin saatavan signaalin
Ax(n) varianssi on A%0?, joten kvantisoinnin jdlkeinen signaali-kohinasuhde on

SNR ~ 6.02b + 10.79 + 1010gm(0i) +20log,,(A).

Nyrkkisddntond voidaan sanoa, ettd valitsemalla A = 1/(40,) kdytdnnossa eliminoidaan
liilan suurien arvojen saapumisen mahdollisuus. Télloin skaalatun signaalin Ax(n) va-
rianssi on 02/(160%) = - ja signaali-kohinasuhde on desibeleiss4

SNR = 6.02b + 10.79 + 1010g10(]]—6) — 6.02b — 1.25.

Muitakin skaalaustermeja toki kdytetddn ja kullekin niistd voidaan johtaa oma SNR-kaava.
Mitd pienempi skaalaustermi A on, sitd pienemmadksi tulee my6s SNR. Jos esimerkiksi ha-
lutaan signaali-kohinasuhteeksi tdlld skaalauksella yli 80 dB, niin pitéda olla 6.02b —1.25 >

80, eli

80+ 1.25
——— =13.50.
b > c02 3.50

Ndin ollen riittda valita 14-bittinen esitys (+merkki).

1.2 Suodatuksen vaikutus kvantisointikohinaan

Kulkiessaan digitaalisen suotimen lapi kvantisointikohina muuttuu kahdella tavalla: sen
kokonaismaddara voi lisddntyd tai vahentyéd ja toisaalta sen taajuusjakauma voi muuttua.
Téssd kappaleessa keskitytddn kvantisointikohinan kokonaisméaran muutokseen. Taajuus-
jakauman muutoshan on suoraviivainen prosessi, koska valkoista kohinaa suodatettaessa
tuloksen spektri on tdsmaélleen saman ndkoinen kuin suotimen amplitudivastekin.
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Kvantisointikohina kayttaytyy suodatuksessa kuten mikd tahansa muu signaalikin.
Erityispiirteena silld on ettd kohina on valkoista, jolloin ennen suodatusta kaikkia taajuuk-
sia on yhtd paljon. Esimerkiksi alla olevassa kuvassa on ylhaélld erddn 10000 ndytteen mit-
taisen kohinasignaalin taajuusjakauma. Kun se suodatetaan keskimmadisen kuvan ampli-
tudivasteen mukaisella suotimella (y(n) = [x(n)+x(n—1)+x(n—2)]/3), saadaan alimman
kuvan mukainen spektri. Selvdstikin alimmassa kuvassa on amplitudivasteella kerrottuna
ylimmaén kuvan spektriarvot.

Valkoisen kohinasignaalin spektri

0.8
0.6 I bl
0.4
0. T e

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Suotimen amplitudivaste

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Suodatetun signaalin spektri

250
200
150
100 M

so [

dilli
. i sl HAPIRTI THEPIORY T R T Y
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Kvantisointikohinan suodatusta tullaan my6hemmin kdyttdiméan kappaleessa 3.5.2,
jossa kvantisointikohinaa siirretddn DA-muunnoksen yhteydessd korkeammille taajuuk-
sille, jossa ihmiskorva ei sitd kuule.

Kvantisointikohinan méaardn muutos suodatuksen yhteydessd on laskettavissa ana-
lyyttisesti. Tarkastellaan kvantisoidun signaalin X(n) = x(n) + e(n) suodatusta lineaari-
sella ja aikainvariantilla (LTI) jarjestelmalla F(-), jonka impulssivaste on h(n). Koska jar-
jestelmd on lineaarinen, niin suodatustuloksen

Flk(M)] = Flx(n) + e(n)] = Flx(n)] + Fle(n)]

virhettd voidaan tarkastella erikseen. Suodatuksen jilkeinen pelkdstddan kvantisoinnista
johtuva virhe on

f(n) = Fle(m)] = Y h(kje(n—k).
k=—00

Taman virheen odotusarvo on

u = E [i h(k)e(n—k)]
K

=—00
[e%S)

= D h(KEe(n—K)

k=—o0

= He Z h(k).
k=—o00
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Viimeiselle lausekkeelle saadaan my6s kdyttokelpoisempi muoto havaitsemalla z-muun-
noksen madaritelmaésts, etta

e > h(k) = pH(1).
k=—

Varianssin laskenta on hieman hankalampaa, ja lausekkeen johto sivuutetaankin tis-
sd yhteydessd. Lopputulos voidaan ilmaista seuraavasti. Kvantisointivirheestd johtuvan

virheen varianssi o7 suodatuksen jilkeen voidaan esittdd kolmella vaihtoehtoisella tavalla:

1: 02 =o’ Z lh(n)f?

0% r iw\ |2
2: 0‘% = Z[ J ‘H (e )‘ dw
0?2 .. .dz
3: of = 5 e_+ H(z)H(z =,
T C Ve

missd 02 on sisddnmenevin (kvantisointivirheestd johtuvan) valkoisen kohinan varianssi,

h(n) on tarkasteltavan suotimen impulssivaste, H(z) on sen siirtofunktio ja C on funktion
H(z)H(z')/z suppenemisalueella sijaitseva suljettu kdyra.

Erityisesti FIR-suotimen tapauksessa ensimmadinen tapa kolmesta on helpoin. Seuraa-
vassa on kaksi esimerkkid kvantisointivirheen kédyttaytymisestd suodatettaessa IIR- ja FIR-
suotimella.

Esimerkki: Oletetaan, ettd analoginen signaali muunnetaan digitaaliseksi (147)-bittiselld
A /D-muuntimella, ja ettd ndin saatu digitaalinen signaali suodatetaan IIR-suotimella, jon-

ka siirtofunktio on 1

H(z) = .
(z) z+0.5
Suodattimen toteuttava differenssiyhtélo on siis

yn) =-05yn—1)+x(n—1).

Mikéd on ulostulossa oleva pelkdstddn kvantisoinnista johtuva virhe, kun darellisesta
laskentatarkkuudesta ja kertoimien &darellisestd esityksestd johtuvat virheet jatetddn huo-
miotta?

Muunnosvaiheessa on kédytossa 8 bittid, joista yksi kdytetddn merkkibitiksi. Tédssa ta-
pauksessa siis b = 7. Muunnosvaiheen virheen varianssi saadaan edelld olleesta kaavasta,

2721) 2714 —16

2
2 __ _ _ ~ . —6
0t =5 =5 =S5 ~5.09.10°

Tatd vastaava keskiarvohan on 0, kun oletetaan, ettd analogisen signaalin arvot pyoriste-
tddn aina ldhimpddn lukuun suoran katkaisun asemesta. Ulostulon kvantisointivirheesta
johtuvan kohinan varianssi voidaan johtaa ratkaisemalla jarjestelmédn impulssivaste:

1 n—1
h(n) = <——) un—1)
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ja sijoittamalla se edelld olleeseen kaavaan

Kohinan varianssi kasvaa siis 4/3-kertaiseksi eli on kaikkiaan

2—16
0‘%: .o

wl A

FIR-suodinten tapauksessa tilanne on yksinkertaisempi kuin IIR-suotimilla. Esimerkik-
si FIR-suotimen, jonka impulssivasteen kertoimet ovat 1/3, kunn = 0, 1,2 ja 0 muulloin,

~6.78-10°°.

ulostulossa olevan kvantisoinnista johtuvan kohinan varianssi on

of = of Y [h(n)f

1.3 Kertoimien pyoristimisen vaikutus

Suodinten suunnittelumenetelmien tavoitteena on suunnitella paras mahdollinen suodin
tietyille kriteereille. Kun suodin sitten toteutetaan pienemmallad bittimaaralld, helpointa
on pyoristdd kertoimet lahimpaédn kvantisointitasoon. Kertoimia pyoristettdessd suodin
muuttuu optimaalisesta aina huonompaan pdin, jolloin suodin ei vélttamatta toteutakaan
annettuja vaatimuksia. Alla olevassa kuvassa on erdan FIR-suotimen amplitudivaste en-

nen ja jilkeen kertoimien pyoristystd (1+7):n bitin tarkkuuteen.

50 T T T T

Amplitudivaste (dB)

-150 L L I

I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Normalisoitu taajuus

0.35 0.4 0.45 0.5
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Amplitudivaste (dB)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Amplitudivaste heikkenee selvésti ja suotimen toiminta ei valttimatta ole endd maarit-
telyjen mukaista.

IIR-suotimen tapauksessa kvantisointi voi tuottaa vield suuremman muutoksen suo-
timen toiminnassa: pahimmassa tapauksessa suotimesta tulee epdstabiili. Alla olevassa
kuvassa on edellisen kappaleen elliptisen IIR-suotimen napa-nollakuvio.

1t o g
L o i
0.8 o
X
06l R
X
04t g
X
o 0.2f g
1%
2
o
oo o . 1
j=
o]
£
= —02f g
X
_oal |
X
-06F g
X
L o i
-0.8 o
1k o i
L L Il L L
-1 -05 0 05 1

Reaaliosa

Kun suotimen kertoimet kvantisoidaan (1+7):n bitin tarkkuuteen, kertoimien muutos
ei ole erityisen suuri. Alla olevassa kuvassa on kuvattu siirtofunktion osoittajan kertoimien
muutos kvantisoitaessa. Alkuperdiset arvot on esitetty avoimilla ympyréilld ja kvantisoi-
dut mustilla ympyroilla.

0.03

0.02- .

D q
0.01“ ¢

° o

-0.01 .

-0.02 L L I I

Suotimen napoihin ja nolliin tdmé vaikuttaa kuitenkin paljon enemman. Alla olevasta
kuvasta ndhdédén, ettd kvantisoidusta suotimesta tuli epédstabiili.
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0.8 q

0.6 q

0.4r q

021 q

Imaginaariosa
o
T
o]
X
Il

L L Il L L
-1 -0.5 0 0.5 1
Reaaliosa

Useimmiten on olemassa parempiakin (1+7)-bittisid suotimia kuin se, joka saadaan
pyoristamalld kukin kerroin suoraan ldhimpaan (1+7)-bittiseen lukuun. Kertoimien muu-
toksen vaikutus yhteys ja nolliin ja suotimen amplitudivasteeseen on melko monimutkai-
nen, joten suoraviivainen pydristdiminen ei valttamaétta tuota parasta mahdollista amplitu-
divastetta. Kertoimien optimaaliseen sijoitteluun eri kvantisointitasoille perehdytdan myo-
hemmilld signaalinkasittelyn kursseilla.

Harjoitustehtavia
1.1. Laske A/D-muunnoksessa syntyvan kvantisointikohinan varianssi kun kidytossa on

(a) merkkibitti+3 bittig,
(b) merkkibitti+7 bittia,
(c) merkkibitti+11 bittid,
(d) merkkibitti+15 bittia.
1.2. Oletetaan, ettd analoginen néytteistettdva signaali skaalataan vakiolla A = 1/(40y).
Mika on digitaalisen signaalin signaali-kohinasuhde (SNR) kun kéytossa on
(a) merkkibitti+3 bittig,
(b) merkkibitti+7 bittig,
(c) merkkibitti+11 bittid,
(d) merkkibitti415 bittia?

1.3. Laske signaali-kohinasuhteen kaava, jos skaalauksessa kdytetdankin vakiota

1

A= .
20,

1.4. Oletetaan, ettd analoginen signaali on muotoa

x(t) = sin(wt + ¢).
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1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Télle signaalille 02 = 1/2. Mikd on nyt signaali-kohinasuhteen kaava néytteenoton
jalkeen, kun oletetaan, ettei analogista signaalia skaalata lainkaan? Mikd on SNR,
kun kdytetddn 15 bittid merkkibitin lisdaksi?

(Matlab) Tutkitaan tassd tehtivissa kvantisointikohinaa Matlabilla.

(a) Avaa ensin testisignaali komennolla load gong.mat ,joka lataa sen muuttu-
jaan y. Kvantisoi testisignaali seitsemdan bittiin (+merkkibittiin) komennolla
z=quant(y,1/2"7); . Tulosta virhesignaali y-z ruudulle ja laske sen varians-
si komennolla var ). Vertaa tata teoreettiseen tulokseen (tehtava 1.1). Toista sama
(1+3):1le, (1+11):1le ja (1+15):1le bitille.

(b) Toista testi testisignaalille seiska.wav , joka 16ytyy kurssin kotisivulta. Wav-
tiedostot voi ladata Matlabiin komennolla y = wavread(’seiska.wav’);
Mista erot kvantisointivirheen varianssissa eri testisignaaleille johtuvat?

(Matlab) Suunnittele Matlabilla elliptinen IIR-suodin, jonka estokaista on ndytteen-
ottotaajuudella normalisoituna [0, 0.1] ja pddstokaista [0.15, 0.5]. Estokaistan minimi-
vaimennus on 50 dB ja paastokaistan maksimivardhtely 0.1 dB. Kvantisoi kertoimet
(vektorit b ja @) (1+11):n bittiin ja tulosta ruudulle ndin saadun suotimen taajuusvas-
te kvantisoimattoman kanssa samaan kuvaan. Kuinka paljon estokaistan vaimennus
huononi?

Tarkastellaan ensimmadisen asteen IIR-suodinta, jonka siirtofunktio on

1

Hz)= —
() =108

Oletetaan ettd analoginen signaali muunnetaan digitaaliseksi 8-bittiselld A /D-muun-
timella (merkki+7 bittid). Mika on suotimen ulostulossa oleva pelkdstdan kvantisoin-
nista johtuva virhe, kun déarellisestd laskentatarkkuudesta ja kertoimien &darellisesta
esityksestd johtuvat virheet jatetddn huomiotta?

(Matlab) Luo normaalijakautunut satunnainen testisignaali komennolla randn . Pi-
tuus voi olla joitakin tuhansia ndytteitd. Kvantisoi signaali kahdeksaan bittiin (merk-
ki + 7 bittid), ja laske empiirisesti ndin saadun kvantisointikohinan varianssi. Suo-
data kvantisoitu sekd kvantisoimaton signaali tekstissd olevan esimerkin suotimella
y(n) = —0.5y(n — 1) + x(n — 1). Suodatuksen jidlkeinen kvantisointikohina on nyt
tulossignaalien erotus.

(a) Laske suodatuksen jédlkeisen kvantisointikohinan varianssi ja vertaa tulosta esi-
merkissa laskettuun teoreettiseen tulokseen.

(b) Teoriassa kohinan varianssi kasvoi suodatettaessa %—kertaiseksi. Entd kaytan-
nossa?

Tarkastellaan ensimmaisen asteen IIR-suodinta, jonka siirtofunktio on

1

H = —.
(2) 1—az!
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1.10.

Téssd lausekkeessa a on jokin reaalivakio, jonka itseisarvo |a| < 1. Johda (vakiosta a
riippuva) lauseke suotimen ulostulossa olevalle pelkédstddn kvantisoinnista johtuva
virheelle, kun &dédrellisestd laskentatarkkuudesta ja kertoimien dédrellisesta esityksestd
johtuvat virheet jatetddn huomiotta ja A/D-muunnin kdyttda (1 + 7) bitin esitysta?
Mita virheelle tapahtuu kun |a| ldhestyy ykkosta?

(Matlab) Kaytettdessd IIR-suotimia ddrelliselld laskentatarkkuudella, voi syntyd ilmio
nimelta rajasykli. Tadlloin jarjestelmédn vaste ei herdtteen loputtua vaimene vaan jaa
ikuisesti vardhteleméén jollain taajuudella nollan ympérille.

Lataa testiskriptin pohja osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/rajasykli.m

Kirjoita kommentoidun for-silmukan tilalle koodi, jossa muuttujaan y(n) sijoitetaan
suodatuksen tulos kvantisoinnin jalkeen. Kvantisointi tehd&an viiteen bittiin (+merk-
kibitti) quant -funktiolla. Toteutettavan suotimen siirtofunktio on

1

H(z) = ————.
= 1505

Aja skripti, jolloin suotimen ulostulo tulostuu ruudulle. Vaikka herdte on nollassa

heti kahden ensimmaisen néytteen jilkeen, tulos jaa vardhteleméaan ikuisesti (tdiméan

suotimen tapauksessa Nyquistin taajuudella).
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Luku 2

Spektrin estimointi

Spektrin tarkastelu on useassa sovelluksessa tdrked menettely analysoida signaalin omi-
naisuuksia. Tarkeitd sovelluskohteita 10ytyy esimerkiksi lddketieteestd, jossa voidaan EEG-
signaalin spektristd yli 90-prosenttisella varmuudella paatelld, onko testattavalla Hunting-
tonin tauti, Parkinsonin tauti tai skitsofrenia. Myds puheentunnistus perustuu ldhes taysin
spektrin laskentaan ja siitd johdettuihin piirteisiin paateltdessd mika danne kulloinkin on
sanottu.

Annetun signaalin spektrin estimointi tarkoittaa yksinkertaisimmillaan signaalin muun-
tamista taajuustasoon diskreetin Fourier-muunnoksen avulla. Signaalin spektrillad tarkoi-
tetaankin kuvaajaa, josta ndhdaan kaikki signaalin sisdltdmaét taajuudet. Diskreetti Fourier-
muunnos tarjoaa sindlldan varsin hyvan estimaatin signaalin todellisesta spektristd, mutta
on olemassa tilanteita, joissa pelkka FFT ei toimi. Talloin on kdytettdva monimutkaisempia
menetelmid, joita tarkastellaan tdssd luvussa.

Fourier-muunnos laskee signaalin amplitudin jakautumisen eri taajuuksille. Usein amp-
litudi ei ole kuitenkaan niin kiinnostava kuin tehon jakauma, ja yleensa spektrin estimoin-
nilla tarkoitetaan timéan ns. tehospektrin (engl. power spectral density) laskentaa. Koska te-
ho on suoraan verrannollinen amplitudin neliéon, tehojakauman laskenta onnistuu yksin-
kertaisimmillaan korottamalla Fourier-muunnos toiseen potenssiin. Tarkkaan ottaen nédin
saatava signaalin x(n) tehospektri P, (e'*) mééritellddn siis kaavalla

Pu(€) = [X(e)P,
missd X(e') on signaalin x(n) diskreettiaikainen Fourier-muunnos:

i x(n)e n

n=—oo

2
X(eiw) —

Ongelmaksi yo. kaavan laskennassa muodostuu Fourier-muunnoksen vaatima ddreton
summa, jonka laskentaan on kaksi yleisesti kdytettya ratkaisua.

2.1 FFT-menetelmad ja autokorrelaatiomenetelma

Yksinkertainen tapa on katkaista x(n) ja laskea diskreetti Fourier-muunnos (eli FFT) vaik-
kapa N = 1024 ndytteen mittaisesta patkdstd. Samalla kuitenkin oletetaan signaalin olevan
jaksollinen.
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Toinen ratkaisu on kdyttdd ns. Wiener-Khinchin-lausetta', jonka mukaan tehospektri
saadaan my0s autokorrelaatiofunktion 1, (k) = E[(x(n)x(n + k)] Fourier-muunnoksesta.
Toisin sanoen, tehospektrille P, (e*) on mys kaava

[e.o]

PXX(eiw) — i 14)06(k)efiwk — Z E[(X(T‘L)X(T‘L—l—k)]eiiwk.

k=—o00 k=—00

Kéaytannossa tassakin tapauksessa joudutaan tekemédn approksimaatio ja rajaamaan &da-
reton summa &arelliseksi sekd arvioimaan odotusarvoa E[(x(n)x(n + k)] esimerkiksi N =
1024 naytteestd lasketulla keskiarvolla:

N—k-—1
El(x(n)x(n+ k)] = N1fk Z x(n)x(n + k).
n=0

Huomaa, ettd keskiarvon laskennassa kaytettdvien tulojen lukumaéédra vaihtelee. Esimer-
kiksi tapauksessa N = 1024 ja k = 1022 keskiarvo voidaan laskea vain kahdesta tulos-
ta jossa tekijat ovat riittavan etdalla (x(0) - x(1022) ja x(1) - x(1023)), kun taas esimerkiksi
tapauksessa k = 1 keskiarvoon saadaan 1023 termid. Taméa tekee menetelmdn herkak-
si reunimmaisten arvojen vaihtelulle, mutta tdhdnkin on olemassa monenlaisia ratkaisuja
(esimerkiksi jatetddn darimmadiset keskiarvot kokonaan pois summasta).

Molemmilla menetelmilld siis tulee virhettd: suora FFT:n laskenta olettaa signaalin jak-
solliseksi (vaikka se ei ole), kun taas autokorrelaatiomenetelmd olettaa etteivat yli N =
1024 ndytteen etdisyydelld olevat nadytteet korreloi keskenddn (vaikka nédin yleensa ei ole-
kaan).

Alla on esimerkki kahden sinisignaalin spektriestimaateista ndilld menetelmilla. Testi-
signaali luotiin komennoilla
(0:99),
cos(2 *pi *x0.125 *n) + (1/sqrt(2)) *sin(2 *pi *0.19 *n) + randn(size(n));

n
X

eli se koostuu kahdesta kohinaisesta sinisignaalista. Tuloksesta havaitaan, ettd molemmat
menetelmét tunnistavat taajuuskomponentit hyvin.

FFT-menetelman spektriestimaatti
1 T T T T T
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Normalisoitu taajuus

Autokorrelaatiomenetelman spektriestimaatti
1 T T T T T

0.8
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Thttp://en.wikipedia.org/wiki/Wiener-Khinchin_theore m
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Alla olevassa kuvassa on autokorrelaatiomenetelman laskema autokorrelaatiofunktio
kaikille mahdollisille viiveille k = —99, ..., 99.

Autokorrelaatiofunktio
2 T T T

15

Viive k

Autokorrelaatiomenetelmaille pahin tilanne on sellainen, jossa signaali on ei-satunnainen
ja sen taajuussisdltd muuttuu ndytteen aikana. Esimerkki téllaisesta signaalista on ns. Chirp-
signaali, jonka taajuus nousee tai laskee lineaarisesti. Alla olevassa kuvassa on kahden se-
kunnin mittainen Chirp-signaalin spektrogrammi.

Chirp-signaalin spektrogrammi

5000 - | TR,
(el |
[l !
|
|

4000

w
=}
S
S

Taajuus / Hz
n
o
o
o

1000 ' |l
|4

R IIERRY |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Aika/s

Todellisuudessa signaali sisdltdd kaikkia taajuuksia suunnilleen yhtd paljon. Lasket-
taessa spektriestimaatti FFT:11d ja autokorrelaatiomenetelmailld saadaan alla olevat tulok-
set. Kuvasta ndhdéan selvasti ettd alempana oleva autokorrelaatiomenetelmén tulos tun-
nistaa parhaiten matalat taajuudet, mutta kadottaa korkeammat taajuudet. Ylempéana ole-
vassa FFT:n tuloksessa taajuusjakauma on tasaisempi, eli se on ldhempéna oikeaa.

FFT-menetelman spektriestimaatti

I O TR | (| T |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Autokorrelaatiomenetelmén spektriestimaatti
1 T T T T T

0.8 n

0.6 n

0.4 : : .

0.2 n

0 0.05 0.1 0.‘15 012 O.‘25 O.‘3 0.‘35 0.4 0.‘45 0.5

Térkein syy autokorrelaatiomenetelmdn epdonnistumiselle on se, ettd signaalin taa-
juusjakauma on erilainen reunoilla kuin keskelld. Suurempien viiveiden autokorrelaatioita
ei nimittdin pystytd laskemaan kuin reunoilta: signaalissa on 20000 ndytettd, jolloin esimer-
kiksi korrelaatio E[x(n)x(n + 19000)] arvioidaan keskiarvona tuhannesta reunalla olevasta
ndytteestd, kun taas korrelaatio E[x(n)x(n + 1)] voidaan laskea keskiarvona 19999 nayt-

0
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teestd (ml. keskelld olevat).

Nyrkkisddntonad voidaan sanoa, ettd autokorrelaatiomenetelmé toimii sitd paremmin
mitd satunnaisempi analysoitava signaali on (esimerkiksi soinniton d&dnne puhesignaalis-
sa; esim. 's’ tai 'f’). Talloin nimittdin perdkkdisten naytteiden korrelaatio on vdhdinen, ei-
kd menetelmén oletus kaukana olevien naytteiden korreloimattomuudesta haittaa. Mikali
taas signaali on ei-satunnainen (esimerkiksi soinnillinen ddnne puheessa; esim. vokaali),
toimii FFT yleensd paremmin.

Yksinkertaisuudestaan johtuen FFT on yleisempi menetelma reaaliaikaisissa sovelluk-
sissa (kuten spektrianalysaattoreissa tai viritysmittareissa). Sen sijaan tieteellisissa ei-reaal-
aikaisissa sovelluksissa kdytetdan usein autokorrelaatiomenetelméd, koska se on mahdol-
lista saada paljon tarkemmaksi kehittdmalld autokorrelaation laskentaa tilastotieteen kei-
noin.

Seuraavassa tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi ainoastaan FFT:n kdyttod spekt-
riestimaatin laskennassa. Samat ratkaisut (esim. ikkunointi) voidaan yleistdd myos auto-
korrelaatiomenetelmaille.

2.2 Spektrin resoluutio

Fourier-muunnos laskee kuinka paljon eri taajuuksia signalissa on mukana. Tama tapah-
tuu esittdmalla signaali eri taajuuksilla vardhtelevien kompleksisten eksponenttifunktioi-
den painotettuna summana tai integraalina. Diskreetin Fourier-muunnoksen tapauksessa

nditd funktioita on darellinen méaéré, eli yhtd monta kuin signaalissa on néytteitd. Jos sig-

naalin ndytteiden madrd on (parillinen) N, esitetddn se kulmataajuuksilla 0, %\1—“, i]—“, ?\1—“, ceny

NDT virdhtelevien eksponenttifunktioiden avulla. Esimerkiksi tapauksessa N = 16 taa-

juuNksia on 16 ja ne ovat 0, %, 2%, ... % Koska eksponenttifunktion jakso on 27, voidaan
puolet ndistd taajuuksista tulkita negatiivisiksi: _777‘, _767‘, ceny _TZ“, 50, %, %“, ceny %‘, %“ Re-
aalisilla lukujonoilla DFT on symmetrinen nollataajuuden suhteen, joten negatiivisilla taa-
juuksilla on sama amplitudi-informaatio kuin positiivisillakin. N&in ollen kuudestatois-
ta kertoimesta jad jiljelle vain yhdeksin ei-negatiivista taajuuspistettd: 0,3, 2%, ..., 2%, 5.
Nama taajuuspisteet jakautuvat tasaisesti nollataajuuden ja Nyquistin rajataajuuden F;/2

valille alla olevan kuvan mukaisesti.

T
1 0]
0} 0]
0.8
o Q
0.6
0.4 o Fs/4 ©
Nollataajuus
s 02
&
2
g
e or (o] ©
=)
<
£
= -02fF \
Nyquistin
-04r °] taajuus o
-0.6
QO O
-0.8
O O
-1 Q
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Reaaliosa
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Jos esimerkiksi F; = 24 kHz, Saadaan DFT:n avulla selville taajuuksien 0 Hz, 1500 Hz,
3000 Hz, 4500 Hz, 6000 Hz, 7500 Hz, 9000 Hz, 10500 Hz ja 12000 Hz amplitudit. Spektrin
resoluutio eli taajuuspisteiden vili on siis 24/16 Hz. Yleisesti, jos signaalissa on (parillinen)
N néytettd ndytteenottotaajuudella F;, saadaan DFT:std N/2 4 1 taajuuspistetta: k - F;/N,
missd k =0, 1,...,N/2. Taajuusresoluutio on F,/N.

Koska taajuuspisteitd on rajallinen méaéard, ei DFT pysty esittamaéan tarkasti kaikkia taa-
juuksia. Tarkastellaan esimerkiksi kahta sinisignaalia

sin <67t—n)
16 )’
. /mm
sin <?) .

Signaalin x(n) taajuus w; = 27 voidaan esittdd kuudentoista pisteen DFT:n avulla tar-
kasti, mutta signaalin x,(n) taajuutta w, = %ﬂ ei voida. Signaalien DFT:n yhdeksdn en-
simmadista kerrointa on esitetty alla olevassa kuvassa.

Signaalin xl(n) spektri (N=16)
1.2 T T T

xi(n) =

00| — Oo| —

x2(n) =

1k . . 4
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Signaalin xz(n) spektri (N=16)
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Kun signaalin taajuus osuu tarkalleen jonkin DFT:n taajuuden kohdalle, saadaan todel-
linen taajuus tarkasti. Kaikissa muissa tapauksissa signaalin energia jakautuu useamman
DFT:n taajuuden kesken. Pohjimmiltaan tdhdn on syyna se, ettei signaalin x,(n) jakso ole
kuusitoista, ja DFT olettaa signaalin olevan jaksollinen. Alla olevassa kuvassa on esitetty
kummankin signaalin viisi perdkkaista jaksoa.

Signaalin xl(n) viisi perakkaista jaksoa
0.15 T T T

0.1 q

0 10 20 30 40 50 60 70
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Signaalin xz(n) viisi perakkaista jaksoa
0.15 T T T

0.05 ul
ok 4
-0.05 q

-0.1r q

1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Alemmassa kuvassa signaalin todellinen jakso katkeaa kesken, vaikka DFT olettaakin
signaalin olevan jaksollinen. Koska ilmi6é on kdytdnnossd mahdoton valttdd tdysin, sen
vaikutusta pyritddn lieventdimédan muilla menetelmilla.

Edellisen esimerkin tapauksen w, = Zm todellinen taajuus 16ydetddn yksinkertai-
sella interpolointimenettelylld. Lisddmalla nollia tarkasteltavan otoksen perddn, saadaan
DFT:hen lisda pisteitd (kdytetddn interpoloidun signaalin nédytteiden médrasta jatkossa
merkintdd M). Tdmad menettely on olennaisesti ainoastaan spektrin interpolointia, eika
tietenkdadn tuo sithen mitdan uutta informaatiota. Kuitenkin ndin saadaan tietyt signaa-
lin piirteet paremmin nédkyville. Edellisen esimerkin tilanteessa siis lisdtddn alkuperai-
sen kuudentoista ndytteen mittaisen signaalin perddn esimerkiksi 16 nollaa, jolloin saa-
daan M = 32 nédytteen mittainen signaali (englanninkielinen nimitys operaatiolle on zero-
padding). Téstd otetaan seuraavaksi DFT, jolloin saadaan spektri, jossa voidaan tarkemmin
esittdd signaalin taajuudet.

Alla olevassa kuvassa on esitetty alkuperdisen signaalin spektri, joka saadaan kun li-
sdtddn ensin 16 nollaa ja otetaan sen jilkeen DFT. Mustat pallot saavat samat arvot kuin
interpoloimattomassa spektrissd ja valkoiset ovat uusia, interpoloinnin tuomia pisteita.
Seuraavassa kuvassa nollia on lisdtty 112 kappaletta (M = 128) ja alimmassa 240 kappa-
letta (M = 256). Molemmissa on merkitty mustilla ympyroilld ne kohdat, jotka 16ytyvit jo
kuudentoista mittaisella DFT:114.

Kuvasta ndhdéaén, ettd todellinen taajuus 16ytyy nyt korkeimman arvon kohdalta. Ta-
mad johtuu siitd ettd sinisignaalin aiheuttama piikki ei nyt jakaudu niin ikdvasti useamman
komponentin osalle.

Signaalin xz(n) interpoloitu spektri (M=32)
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Signaalin xz(n) interpoloitu spektri (M=128)
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Signaalin xz(n) interpoloitu spektri (M=256)
1.2 T T T T T
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Tamaé onkin tyypillinen menettely spektrin laskemisessa. Jos muunnettavan vektorin
dimensio ei ole muotoa 2", niin silloin sen loppuun lisdtddn nollia siten, ettd saadaan di-
mensioksi luvun 2 potenssi. Tédstd on se hyoty, ettd tdlloin voidaan kédyttdd nopean Fourier-
muunnoksen algoritmia (FFT). Lisdksi tdlld menettelylld saadaan parempi estimaatti sig-
naalin spektristd. Ylld olevassa kuvassa pddstdan nollia lisdédmalld parempaan tulokseen,
mutta selvastikddn tulos ei ole vield signaalin varsinainen spektri. Todellinen spektri on
ainoastaan yksi piikki, jonka pitdisi sijaita taajuudella w = 77/16. Sen sijaan alimmas-
sa kuvassa on signaalinkdsittelyssd hyvin tyypillinen sin(x)/x -muotoinen kuvaaja. Sama
funktio tuli usein vastaan suunniteltaessa FIR-suotimia ikkunamenetelmalld. Selvitetdan
seuraavaksi miten kyseinen funktio liittyy spektrin estimointiin.

Kun signaalista x(n) lasketaan DFT, niin tdlldinhédn varsinaisesta signaalista katkais-
taan ensin sopivan mittainen osa (yleensd muotoa N = 2"). T&llin saadaan uusi signaali,
joka on muotoa

v(n) =w(n)x(n),

missd
1, kuinn=0,1,2,...,N—1,
w(n) = :
0, muulloin.

Kuten diskreetin Fourier-muunnoksen tarkastelusta muistetaan, kertolasku aika-alueel-
la vastaa konvoluutiota taajuusalueella, ts.

1
V(n) = NW(n) x* X(n).
Siis tulokseksi saadaan spektri, joka on aidon spektrin konvoluutio ikkunan w(n) diskree-
tin Fourier-muunnoksen kanssa:

N-—1
V(n) = % > W(n—k)X(k),
k=0

missd lukujonot W(n) ja X(n) taytyy laskettaessa olettaa jaksollisiksi ja ddrettoman pitkik-
si.

Erityisesti siis meiddn esimerkissimme todellinen spektri X(n) on muotoa «d(n — 3),
jolloin

N-1
Vi) =5 Y Win—K)s(k—B) = S Win—B).
k=0

Nain ollen havaittu spektri V(n) on siis ikkunan w(n) siirretty ja skaalattu Fourier-muun-
nos. Sen lauseke on laskettu aikaisemmin, ja se on muotoa sin(x)/x siirrettyna ja skaalat-
tuna.
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Koska diskreetti Fourier-muunnos on lineaarinen operaatio, niin jokainen signaalin si-
sdltdimd taajuus voidaan ajatella muunnettavaksi erikseen ja timén jdlkeen laskettavak-
si yhteen. Siksi jokaisen signaalin Fourier-muunnos muodostuu muotoa sin(x)/x olevien
funktioiden summana, ja tarkastelu voidaan periaatteessa palauttaa yhden taajuuden tar-
kasteluun.

2.3 Spektrin ikkunointi

DFT:n laskennassa vain N taajuuskomponenttia voidaan siis esittda tarkasti ja kaikki muut
taajuudet ndkyvit yhtend levedna huippuna (piikeila, engl. main lobe) sekd taajuuksien mu-
kaan vaimenevina matalampina huippuina (sivukeilat, engl. side lobe). Ongelman poistami-
seksi menetellddn samoin kuin FIR-suodinten suunnittelussa, eli kerrotaan naytteet ikku-
nafunktiolla. Ikkunan tarkoituksena FIR-suodinten suunnittelussa on vdhentdd varahte-
lya paastokaistalla ja estokaistalla. Nyt tarkoituksena on saada pédédkeila mahdollisimman
kapeaksi ja sivukeilat mahdollisimman mataliksi. Namé osoittautuvat osin ristiriitaisiksi
vaatimuksiksi, joten ikkunafunktion valinta on nytkin kompromissi. Ikkunafunktiota kay-
tetddn ennen varsinaisen DFT:n laskemista kertomalla ikkunan ja signaalin arvot kompo-
nenteittain keskendan.

Tilanne on sen verran erilainen FIR-suodinten suunnitteluun ndhden, ettd kaytettavat
ikkunat poikkeavat osittain aikaisemmin tarkastelluista. Seuraavissa kappaleissa tarkas-
tellaan tarkeimpiad ikkunoiden ominaisuuksia. Taulukon sarake sivukeilan korkeus kuvaa
sivukeilojen voimakkuutta ja kuuden desibelin kaistanleveys ja kuvaa spektrin taajuusreso-
luutiota.

Suodinsuunnittelun yhteydessa tutustuttiin jo muutamiin ikkunoiden ominaisuuksiin.
Tuolloin oli esilld saman tyyppinen taulukko kuin alla.

Ikkuna- Sivukeilan | 6dB Ikkunan lauseke

funktion korkeus kaistan- | w(n), kun

nimi (dB) leveys m < (N—-1)/2

Suorakulmainen | —13 1.21 1

Bartlett -25 1.78 — Al

Hanning 31 2.00 0.5+ 0.5 cos ()

Hamming —41 1.81 0.54 +0.46 cos (22 )

Blackman 57 235 042+ 0.5 cos (22 ) +0.08 cos (422 )

2.3.1 Sivukeilan korkeus

Taulukon toisessa sarakkeessa on esitetty padkeilan ja korkeimman sivukeilan korkeuk-
sien suhde. Tamé suhde riippuu vain ikkunasta eika esimerkiksi ndytteiden maara N vai-
kuta siihen. Taulukon luku kertoo suoraan sen kuinka korkeita huippuja tulee yksittdisen
spektripiikin ympaéristoon. Esimerkiksi suorakulmaista ikkunaa kdytettdessa korkein si-
vukeila on taulukon mukaan 13 dB pédikeilaa alempana. Sivukaistojen amplitudi on siis -
13 dB suhteessa padkaistaan, miké lineaarisella asteikolla vastaa kertomista arvolla 0.2239.
Sivukaistan korkeimmat huiput ovat ndin ollen hieman reilu viidesosa péékeilan korkeu-
desta. Alla olevassa kuvassa olevassa esimerkissd on kuvattu signaalin x;(n) = sin(%—”g‘)
spektri ilman ikkunointia desibeliasteikolla. Nyt kdytossd on N = 64 ndytettd, joka inter-
poloidaan M = 512:n nédytteen mittaiseksi. Koska esimerkissa ei kdytetd ikkunaa, tilanne
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vastaa suorakulmaisen ikkunan kayttod. Nyt korkein sivukeila on noin -13 desibelin kor-
keudella.

Signaalin (N=64) interpoloitu spektri (M=512)
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Hamming-ikkunaa kédytettdessd sivukaistan huiput ovat vdhintddn 41 dB alempana.
Desibeliasteikon luku -41 dB tarkoittaa lineaarisella asteikolla lukua 0.0089. Hamming-
ikkunaa kéytettdessa sivukaistan korkeimmat huiput ovat nédin ollen enintdan vajaa sadas-
osa spektripiikin korkeudesta. Tama nédkyy selvésti alla olevasta kuvasta. Kuvasta niakyy
my0s, ettd padkeila on levedampi kuin ilman ikkunointia.

Signaalin (N=64) interpoloitu spektri (M=512) Hamming-ikkunalla
10 T T T T T T T T
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Spektrid estimoitaessa tdstd ilmiostd kdytetddn englanniksi nimitystd spectral leakage,
joka tarkoittaa ettd osa spektrin energiasta vuotaa ympaéroiville taajuuksille. Taméa nakyy
ylimé&éaraisind huippuina sellaisilla taajuuksilla, joilla ei todellisuudessa pitdisi olla mitdan.
Ikkuna on tdssd mielessa sitd parempi, mitd pienempi luku on sarakkeessa “korkein huip-
pu sivukaistalla”.

2.3.2 Kuuden desibelin kaistanleveys

Edellisessd esimerkissd havaittiin ikkunoinnin kasvattavan paékeilan leveyttd. Taman il-
mion voimakkuus voidaan mitata kuuden desibelin kaistanleveyden (6 dB bandwidth) avul-
la. Nimensd mukaisesti se kertoo kuinka leveilld alueella ikkunan spektri on kuuden de-
sibelin rajan yldpuolella. Desibeliasteikon luku —6 dB vastaa lineaarisella asteikolla noin
puolikasta amplitudissa ja se on yleisesti kédytetty raja spektrid estimoitaessa.

Sivun 20 taulukossa on ilmoitettu kuuden desibelin kaistanleveys muutamalle ikku-
nalle. Arvo kertoo kuinka monen DFT-kertoimen alueelle spektripiikki levidd (amplitu-
dilla 1/2). Spektrin estimaattorin resoluutio on sitd parempi mitd pienempi tdimd arvo on.
Taulukosta ndhddén, ettd suorakulmaisella ikkunalla saadaan aina paras resoluutio, mut-
ta talloin ongelmaksi muodostuu voimakas véardhtely sivukaistoilla. Edellisen esimerkin
spektrikuvaajissa ilman ikkunointia ja Hamming-ikkunalla on kuuden desibelin kaistan-
leveys merkitty katkoviivoilla.

Kun kéytettdvissd on N ndytettd, on spektrin resoluutio eli vierekkéisten pisteiden etéi-
syys Fs/N tai normalisoituina taajuuksina 1/N. N&in ollen esimerkiksi suorakulmaisella
ikkunalla kuuden desibelin alueen leveys on normalisoituina taajuuksina 1.21/N. Aiem-
min olleessa esimerkissd oli N = 64, joten kuuden desibelin kaistanleveys oli normali-
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soituina taajuuksina 1.21/64 ~ 0.0189 (sivun 21 esimerkissd véli [3% — %, 3% + %] R

[0.2405,0.2595]). Hamming-ikkunaa kédytettdessd puolestaan kuuden desibelin kaistanle-
veys oli 1.81/64 ~ 0.0283 (sivun 21 esimerkissa vili [& — 121, & + 121] ~ [0.2359, 0.2641)).
Kuuden desibelin kaistanleveyttd voidaan siis aina kaventaa kertoimia lisddamalla. Ta-
mad muistuttaa siirtymékaistan leveyden suhdetta kertoimien méaraan FIR-suodinten suun-
nittelussa. Molemmissa tapauksissa taajuuskaistan leveys on kddntden verrannollinen nayt-

teiden maaraan.

2.4 Ikkunoiden vertailua

Eri ikkunoilla saadaan siis laskettua monia niiden tehokkuutta kuvaavia parametreja, mut-
ta vasta kdytdnnon testit varmistavat valitun ikkunan toimivuuden. Kokeillaan lopuksi
Matlabilla muutaman ikkunan tehokkuutta yksittdisten spektripiikkien tunnistamisessa.
Testisignaalina kiytetddn eritaajuisten sinien summaa. Normalisoituina taajuudet ovat 3,
S5, 95, 3, 35, 36, 37 ja 55- Ideana tdssd on se, ettd ndin voidaan verrata eri ikkunoiden ky-
kya erotella 1dhekkdin olevia taajuuksia toisistaan (spectral resolution). Tarkalleen ottaen

testisignaali on seuraava:

8
. (2m m
x(n) = Zsm (7 + Z) .
k=1

Kaikilla taajuuksilla on 7t/4:n suuruinen vaihesiirtyma siksi, ettd myds Nyquistin rajataa-

juudella oleva signaali voitaisiin esittdd (mitd tapahtuisi ilman vaihesiirtoa?).
Spektri ideaalitapauksessa nayttdisi seuraavalta:

Signaalin todellinen spektri
2 T T T

15F q
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Spektrid estimoitaessa ikkunan pituudella on suuri merkitys ja valinta ei ole helppoa.
Valitaan tdssd esimerkissd ndytteiden maaraksi 64. Taman mittainen datavektori kerrotaan
pisteittdin eri ikkunafunktioilla ja lisdtddn loppuun vield nollia niin paljon, ettd vektorista
tulee 256:n mittainen.

IIman ikkunointia lopputulos nédyttda seuraavalta:

Spektri ilman ikkunointia
100 T T T T
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Kolmioikkunaa kdytettdessd tulos on alla:
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Spektri Hanning-ikkunalla
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Ja lopuksi vield tulos Hamming-ikkunaa kdytettdessa.

Spektri Hamming-ikkunalla
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Kuvista huomataan, ettd ilman ikkunointia spektrissd on lukuisia huippuja sielldkin,
missd todellisuudessa ei pitdisi olla mitddn. Syynd on aiemmin mainittu vardhtely sivu-
kaistoilla. Toisaalta ilman ikkunointia saadaan paras spektripiikkien resoluutio. Resoluu-
tiota voidaan arvioida kuuden desibelin kaistanleveyden avulla.

Harjoitustehtavia

2.1.

(a) Jatkuva-aikainen signaali v(t) sisdltdd ainoastaan viittd kilohertsid pienempid

taajuuksia. Se muunnetaan digitaaliseksi kymmenen kilohertsin nédytteenotto-
taajuudella. Ndin saadun signaalin x(n) tuhannesta ensimmaiisestd ndytteesta
lasketaan DFT (X(n)). Mitd alkuperdisen signaalin taajuutta vastaa DFTn sa-
dasviideskymmenes komponentti X(150), kun X(0) on nollataajuus?

(b)

Alla olevassa kuvassa on kahden signaalin DFT:n itseisarvojen kuvaajat. Toinen

signaalionx;(n) = cos(0.57m)+% cos(0.267n ) ja toinen on x; (n) = cos(0.497n )+

3

1 c0s(0.257m), missin = 0, 1,...,127. Kuvassa on DFT:n itseisarvojen 64 ensim-

madistd arvoa. Yhdistd ndma signaalit niille kuuluvien spektrien kanssa. Perus-

tele.
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2.2. (Matlab) Toteuta autokorrelaatioon perustuva spektriestimaattori. Laske menetelmal-
lasi spektri signaalista:

=}
I

(0:99);
cos(2 *pi x0.125 *n) + (1/sqrt(2)) *sin(2 *pi *0.19 »n) + randn(size(n));

x
1

2.3. (Matlab) Spektrin estimointimenetelman tehokkuutta voidaan tarkastella estimoimal-
la sopivasti suodatetun valkoisen kohinan spektrid. Luo 512:n ndytteen mittainen sa-
tunnaisvektori (help randn )ja suodata se IIR-suotimella, jonka kertoimet ovat

b=0.01 *[1,9,1];
a=[1,-1.3,0.845];

Nyt siis vektori b siséltdd suotimen osoittajan (viivan yldapuolella) kertoimet ja a ni-
mittdjan (viivan alla).

(a) Tee siis seuraava algoritmi:

i. Laske ndytevektorin FFT.
ii. Ota tuloksesta itseisarvo (abs).

iii. Ota tulosvektorin alusta 256 ensimmadistd nédytetta ja tulosta ne desibeliastei-
kolla ruudulle (lineaarisen asteikon luku x on desibeliasteikolla 20 log;,,(x)).

Vertaa saatua tulosta todelliseen spektriin, joka on kdytetyn suotimen amplitu-
divaste. Tulosta amplitudivaste samaan kuvaan?. Tee koe kun N = 32, 64, 128 ja
256. Ei haittaa vaikka saatu kuvaaja olisi ylempéana tai alempana kuin todellinen
spektri, muoto on tarkein.

(b) Yritd parantaa algoritmiasi kertomalla signaali ennen nollien lisddmistd Ham-
ming-ikkunalla (hamming(N) ).

2Ensin taytyy laskea amplitudivaste [H,W]=freqz(b,a); ja tulostaa Hn itseisarvon logaritmi kerrottu-
na 20:114. Se saadaan samaan kuvaan antamalla ensin komento hold on . Lopuksi kannattaa antaa komento
hold off
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(c) Laita koko proseduuri for-silmukan sisddn ja laske sadan yo. tavalla generoidun
signaalin spektrin keskiarvo. Tulosta kuvaaja ruudulle. Taman pitéisi olla jo aika
lahelld todellista spektria.
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Luku 3

Naytteenottotaajuuden muuntelu

Naytteenottotaajuuden muuntelusta A /D-muunnoksen jilkeen kédytetddn englannin kie-
lessd nimitysta multirate DSP, mutta sille ei ole olemassa lyhyttd suomenkielistd nimea.
Yksinkertaisin menetelmé ndytteenottotaajuuden muuntamiseksi on tietysti muuntaa sig-
naali ensin analogiseksi ja tdimén jalkeen muuntaa se takaisin digitaaliseksi uudella nayt-
teenottotaajuudella. Tdim&d menettely johtaa kuitenkin ylimédardisiin kvantisointi- eli pyo-
ristysvirheisiin, joita on syytd vélttdd. Ongelma on mahdollista ratkaista pelkastdaan digi-
taalisen signaalinkdasittelyn keinoin. Talloin saadaan taatusti optimaalinen tulos, jossa ei
ole mukana yliméaéarédisid kvantisointikohinoita.

Ongelma on siis seuraava: on olemassa signaali, joka on muodostettu analogisesta sig-
naalista ndytteenottotaajuudella f. Tdstd signaalista halutaan selvittdd se digitaalinen sig-
naali, joka on mahdollisimman ldhella sita signaalia, joka olisi saatu ndytteenottotaajuudel-
la f. Kouluesimerkki kyseisesti ongelmasta on muunnos CD-formaatista DAT-formaattiin.
CD-levyilld data on nimittdin esitetty ndytteenottotaajuudella 44.1 kHz. Sen sijaan DAT-
nauhurin formaatti perustuu ndytteenottotaajuuteen 48 kHz. Usein muunnos toki hoide-
taan kdytannossd muuntamalla signaali ensin analogiseksi ja edelleen digitaaliseksi taaju-
della 48 kHz. Parempaan tulokseen kuitenkin on mahdollista pdédstda multirate-signaalin-
késittelyn menetelmin.

Taajuuden muuntaminen on tarpeellista my0s, kun signaalista on syystd tai toisesta
otettu ndytteitd liian korkealla taajuudella. T&lloin siis signaalissa ei ole ldheskddn niin
suuria taajuuksia kuin ndytteenottotaajuus mahdollistaa. Kun kuitenkin nédytteenottotaa-
juus on suuri, tulee suunniteltujen suodintenkin aste tarpeettoman korkeaksi. Pienempi
aste saavutetaan, jos taajuudet muunnetaan ensin pienemmaéksi ja suodatetaan vasta sit-
ten. Tamaén jdlkeen signaali voidaan tarvittaessa muuntaa jdlleen suurempaan taajuuteen.
Muuntaminen kdytdnnossd tapahtuu kahden perusoperaation avulla:

e Interpolointi kasvattaa signaalin ndytteenottotaajuutta lisidmalld ylimaaraisid arvoja,

e Desimointi pienentdd signaalin ndytteenottotaajuutta poistamalla osan alkuperdisen
signaalin arvoista.

Desimointi ja interpolointi muuntavat nédytteenottotaajuutta jollain kokonaislukuker-
toimella (esimerkiksi 1 kHz — 2kHz tai 1 kHz — 0.5kHz, jne). Nditd operaatioita yhdiste-
lemélld saadaan aikaiseksi kaikkia rationaalikertoimia vastaavat taajuusmuunnokset. Tar-
kastellaan lahemmin muunnosta CD-formaatista DAT-formaattiin. Kdytossa on 44.1 kHz
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ja tavoite olisi 48 kHz. Muunnoskerroin on 48/44.1 = 480/441 = 160/147. Ensin taajuus
korotetaan siis arvoon 44.1 - 160 = 7056 kHz interpoloimalla kertoimella 160. Tamaén jal-
keen signaali muunnetaan takaisin taajuuteen 48 kHz desimoimalla kertoimella 147. Mer-
kittdvad on, ettd muunnos tapahtuu juuri tdssa jarjestyksessd. Jos ensin olisi desimoitu,
niin tuloksena olevassa signaalissa ndytteenottotaajuus olisi ollut liian pieni, ja suurin osa
signaalin informaatiosta olisi havinnyt. Nyt tdllaista informaatiohdvikkia ei tapahdu.

3.1 Desimointi eli ndytteenottotaajuuden alentaminen

Oheinen kaavio esittdd signaalin x(n) desimointiin liittyvid vaiheita. Ennen varsinaista
ndytteenottotaajuuden pienentdmistd signaali tdytyy suodattaa alipddstosuotimella las-
kostumisen estdmiseksi. Ndin saadun signaalin ndytteenottotaajuutta pienennetdan jatta-
maélld ainoastaan osa alkuperdisen signaalin arvoista jdljelle. Desimointioperaatiota mer-
kitdan alaspdin osoittavalla nuolella ja taajuuden muunnoskertoimella. Esimerkiksi néyt-
teenottotaajuuden pudottamista kolmannekseen merkitsevd symboli on . Kuvion ta-
pauksessa alkuperdinen ndytteenottotaajuus F; pudotetaan desimoinnissa arvoon F/M.
Téama tehddan poimimalla joka M:s alkio desimoituun signaaliin.

Antialias- Uudelleen-
i dytteist
x(n) suodatin win) néytteistys ()
H(z) Y

Koska desimoitaessa ndytteenottotaajuus pienenee, on laskostumisen vaara ilmeinen.
Laskostuminenhan estetddn ainostaan poistamalla signaalista taajuudet, jotka ovat suu-
rempia kuin puolet ndytteenottotaajuudesta. Taméan suorittava suodin (digital anti-aliasing
filter) on siis sellainen alipddstosuodin, joka poistaa kaikki arvoa F;/2M suuremmat taa-
juudet. Normalisoiduissa taajuuksissa ilmaistuna alipadstosuotimen suunnitteluvaatimuk-
set ovat seuraavat.

e Suotimen pddstokaista on [0 Af].

] p—

» 2M

e Suotimen estokaista on [5, 1.
Siirtymakaistan leveys, Af, mdardytyy sovelluksen mukaan. Mitd kapeammaksi siirtyma-
kaista halutaan, sitd enemmaén kertoimia suotimessa tulee olla. My6s vaimennusvaatimuk-
set riippuvat sovelluksesta.

Kaavoina signaalin x(n) desimointiprosessi kertoimella M signaaliksi y(n) voidaan il-
maista seuraavasti:

w(n) = i h(k)x(n — k),
k=—
y(m) = w(mM) = i h(k)x(mM —k).
k=—

Alla olevat kuvat esittdviat desimoinnin vaikutusta aikatasossa. Alkuperdinen signaali
x(n) suodatetaan ensin alipaddstosuotimella, jolloin saadaan signaali w(n), joka on valmis
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desimoitavaksi. Desimoitaessa kertoimella 3 otetaan uuteen signaaliin mukaan ainoastaan
joka kolmas arvo. Vertailun vuoksi mukana on my®os signaali, joka on saatu desimoimalla
ilman alipdastdosuodatusta.

Toiseksi alimmassa kuvassa ndytteet on kerrottu desimointikertoimella M = 3, jotta
ndytteiden suuruusluokka olisi sama kuin alkuperdiselld signaalilla. [lman t4tad kertolas-
kua ndytteiden lukuarvot olisivat selvisti alkuperdisid pienemmiit, koska alipdastosuoda-
tuksessa signaalin energia putoaa noin kolmannekseen. Yleensa tdma kertolasku jatetdan
pois kaavoista, koska se on helpointa toteuttaa suunnittelemalla suodin, jonka amplitu-
divaste pddstokaistalla on M. Téllainen suodin saadaan normaalista alipddstosuotimesta
yksinkertaisesti kertomalla sen jokainen kerroin luvulla M.

Alkuperainen signaali

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Alipaastosuodatettu signaali

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Desimoitu suodatettu signaali
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Desimoitu suodattamaton signaali
1 T T

0.5

LTt .T_,TJ vee 101ty
I IR

= I I I I I I
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Desimointiprosessi selvinnee helpommin taajuustason kuvaajista. Ensimmaéinen ku-
vaaja esittdd alkuperdisen signaalin x(n) spektrid (diskreetin Fourier-muunnoksen itseis-
arvoa sopivasti ikkunoituna ja interpoloituna) [X(n)|. Esimerkin tapauksessa naytteenot-
totaajuus on 8192 Hz. T&lloin siis suurin signaalin sisdltdma taajuus on 4096 Hz. Kun ta-
td signaalia halutaan desimoida kertoimella 3, tiytyy ensin poistaa 13655 Hz suuremmat
taajuudet. T4td varten suunnitellaan alipadstosuodin, jonka estokaista on vili [1, 1] (ndyt-

teenottotaajuuden suhteen normalisoituina taajuuksina) ja padstokaista nollasta johonkin
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lukua 1/6 pienempédan lukuun, riippuen kuinka paljon kertoimia on varaa kdyttda. Ohei-
sessa esimerkissd padstokaistan rajataajuudeksi valittiin 0.14, paadstokaistan maksimiva-
rahtelyksi 0.09dB (0.01 lineaarisella asteikolla) ja estokaistan minimivaimennukseksi 40dB
(0.01 lineaarisella asteikolla). Tdm&n suotimen amplitudivaste on kuvattu oheisessa ku-
vassa. Tdlld suotimella suodatettaessa saadaan signaali w(n), jonka spektri on suotimen
amplitudivasteen alla olevassa kuvassa. Kun signaalista w(n) jitetdan jaljelle vain joka
kolmas arvo (ja kerrotaan nédytteet luvulla 3), tuloksena on signaali y(n), jonka spektri on
seuraavassa kuvassa. Nyt siis uusi ndytteenottotaajuus on 8192/3Hz.

Viimeinen kuvaaja esittdd suodattamattoman desimoidun signaalin spektrid, jossa las-
kostumisilmi® on selvisti havaittavissa. Siind oleva spektri poikkeaa alkuperdisen signaa-
lin vastaavasta kaistasta, vaikka ne halutaan mahdollisimman ldhelle toisiaan.

Alkuperéisen signaalin spektri
4 T T T

0 1 1
0 500 1000 1500 2000
Taajuus (Hz)

I I I
2500 3000 3500 4000

Suodattimen amplitudivaste
1.2 T T T
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Desimoidun suodattamattoman signaalin spektri
4 T T T T

0 I I I I I

1
0 200 400 600 800 1000 1200
Taajuus (Hz)

3.2 Naytteenottotaajuuden pienentiminen useassa vaihees-
sa

Desimaattoreiden toteutusta voidaan nopeuttaa pudottamalla ndytteenottotaajuutta
useammassa vaiheessa. Esimerkiksi nédytteenottotaajuuden pudotus yhteen kymmenes-
osaan alkuperiisestd voidaan tehdd yhdessa vaiheessa kertoimella kymmenen tai kahdes-
sa vaiheessa ensin kertoimella 5 ja sitten kertoimella 2. Kolmas mahdollisuus on pudottaa
ensin kertoimella 2 ja sitten kertoimella 5. Kaikilla ndilld menetelmilld tarvitaan eri maara
kertoimia, ja useimmiten suora pudotus kertoimella 10 tarvitsee enemmaén kuin useam-
massa vaiheessa tehdyt operaatiot. Alla on esitetty kaaviot eri menetelmistd, kun lahto-
taajuus on 20 kHz ja tavoite on 2 kHz. Oletetaan lisdksi, ettd signaalista taytyy sailyttaa
taajuudet 900 Hertsiin asti ja ettd suunnittelussa kdytetddn FIR-suodatinta ja Hamming-
ikkunaa.

e Yhdessd vaiheessa: x(n)—| H(z) —>‘ 110 ‘—>y(n)
Nyt pédastokaista on vili [0, 0.9] kHz ja estokaista [1, 10] kHz. Siirtymédkaista norma-
lisoituna on ndin ollen vali [0.045,0.05], joten kertoimia tarvitaan N = 3.3/Af =

3.3/0.005 ~ 661.

—

e Kahdessa vaiheessa: x(n)—| H;(z) —>‘ L5 ‘—> Hy(z —>‘ 12 ‘—>y(n)
Nyt suotimen H;(z) pddstokaista on vaili [0,0.9] kHz ja estokaista [2,10] kHz. Siir-
tymdkaista normalisoituna on ndin ollen vali [0.045,0.1], joten kertoimia tarvitaan
N; = 3.3/0.055 =~ 61. Suotimen H,(z) pddstokaista puolestaan on vali [0,0.9] kHz
ja estokaista [1, 2] kHz. Siirtymékaista normalisoituna nédytteenottotaajuudella 4 kHz
on ndin ollen vali [0.225,0.25], joten kertoimia tarvitaan N, = 3.3/0.0250 ~ 133. Yh-
teensa kertoimia tarvitaan siis 194.

e Kahdessa vaiheessa: x(n)—| H;(z) —>‘ 12 ‘—) Hy(z) —>‘ L5 ‘—)y(n)
Suotimen H;(z) padstokaista on vali [0,0.9] kHz ja estokaista [5,10] kHz. Siirtyma-
kaista normalisoituna on ndin ollen vili [0.045, 0.25], joten kertoimia tarvitaan Ny =
3.3/0.205 ~ 17. Suotimen H,(z) pddstokaista puolestaan on vili [0, 0.9] kHz ja esto-
kaista [1,5] kHz. Siirtymakaista normalisoituna nédytteenottotaajuudella 10 kHz on
ndin ollen vali [0.09,0.1], joten kertoimia tarvitaan N, = 3.3/0.01 ~ 331. Yhteensd
kertoimia tarvitaan siis 348.
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Naéin ollen tehtdva on viisainta suorittaa kahdessa vaiheessa kertoimilla 5 ja 2 (tdssa
jarjestyksessd). Yleisesti pitdd paikkansa, ettd desimointikertoimet kannattaa sijoittaa las-

kevaan jarjestykseen. Siksi jdrjestys x(n)—| H;(z) —>‘ 12 ‘—) H,(z) —>‘ 15 ‘—>y (n) tuottaa aina

enemman kertoimia kuin x(n)—{H;(z) —>‘ L5 ‘—) H,(z) —>‘ 12 ‘—>y(n), ja se olisi voitu alun
perinkin jattda tarkastelematta.

3.3 Interpolointi eli ndytteenottotaajuuden nostaminen

Signaalin interpoloinnin tarkoituksena on saada aikaiseksi signaali, joka vastaa alkupe-
rdistd, mutta jonka ndytteenottotaajuus on suurempi. Oheinen kaavio esittdd lohkokaavio-
ta interpolointioperaatiosta. Toisin kuin desimoinnissa, nyt ei tarvita esisuodatusta, koska
ndytteenottotaajuutta nostettaessa kaikki alkuperdiset taajuudet voidaan toki esittda.

Nollien Alipaasto-
lisdédminen suodatus
x(1n) w(n) y(n)
T H(z)

Ensimmadinen operaatio on naytteenottotaajuuden nostaminen L-kertaiseksi. Tata ope-
raatiota merkitddn nuolella ylospdin ja interpolointikertoimella L, siis . Tamén ope-
raation toteuttamisessa on lukuisia vaihtoehtoja; kuinka méaéaritetddn uudet ylimaardiset
arvot? Matemaatikko alkaisi tdssd tapauksessa luultavasti sovittaa polynomeja tai spline-
ja saadakseen uusia arvoja olemassaolevien arvojen vilille. Signaalinkdsittelyssa tilanne
hoidetaan kuitenkin toisin: tuntemattomien arvojen tilalle sijoitetaan nollat ja ndin saa-
tu signaali suodatetaan alipddstosuotimella. Nollia lisdttdessd mukaan tulee hyvin suuria
taajuuksia.

Suurten taajuuksien lisddmisen vaikutus on poistettava, ja se luonnollisesti tapahtuu
alipaastosuodatuksella. Alkuperdisessd signaalissa suurin taajuus on Fy/2. Interpoloitaes-
sa ndytteenottotaajuuteen LF;, suurin esitettdvissd oleva taajuus on LF;/2. Taajuutta F;/2
suuremmat taajuudet on poistettava, koska ne ovat nollien lisdédmisen tulosta.

Nollien lisddmisen jalkeen saatu signaali (ndytteenottotaajuus LF,) suodatetaan siis ali-
paastosuotimella, joka sailyttda taajuudet valilta [0, Fs/2] ja poistaa tdtd suuremmat taajuu-
det. Koska nyt ndytteenottotaajuus on interpoloinnin seurauksena LF;, niin suotimen vaa-
timukset on normalisoitava tdmé&n luvun suhteen. On siis suunniteltava alipadstosuodin,
jonka vaatimukset ovat:

e pddstokaista on normalisoituina taajuuksina ilmaistuna vali [0, (F;/2)/(LF;) — Af] =
[0, 5- — Af]. Siirtymékaistan leveys Af riippuu jélleen sovellutuksesta jossa interpo-
lointia on tarkoitus soveltaa (Af madraa osaltaan kertoimien maaran).

e estokaista on vili [(F,/2)/(LF),1/2] =[5, 1]

Myds vaimennusvaatimukset maadraytyviat enimmaéakseen sovellutuksen mukaan, eika
niiden valinnasta voida antaa mitddn yleistd ohjenuoraa. Koska alkuperdiseen signaaliin
sijoitetaan L — 1 nollaa jokaista signaalin arvoa kohden, signaalin amplitudi putoaa suo-
datettaessa yhteen L:n osaan. Siksi suodatuksen jdlkeen (tai sitd ennen) signaalin arvot on
syyta kertoa luvulla L.
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Kaavoilla esitettynd signaalin x(n) interpolointiprosessi kertoimella L signaaliksi y(n)
on seuraava:

x(m/L), kunm =0,+L,+2L,...
w(m) = .
0, muulloin,
yn) = Z h(k)w(n — k).
k=—0c0

Alkuperéinen signaali

1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Y1ld oleva kuva esittdd esimerkkitapausta, jossa signaalin ndytteenottotaajuus interpo-
loidaan kolminkertaiseksi (L = 3). Ensin signaaliin x(n) jokaisen kahden perdkkaisen ar-
von vdliin sijoitetaan L — 1 = 2 nollaa, jolloin saadaan signaali w(m). Tama suodatetaan
alipaastosuotimella, jonka estokaista on [4, 0.5], paastokaista [0, 0.1526] ja maksimivérahte-
lyarvot samat kuin desimointiesimerkissa. Tuloksena saadaan ulostulosignaali y(m). Ku-
ten desimoinnin tapauksessakin, tima signaali on lopuksi vield kerrottava luvulla L = 3,
jotta signaalin energia sdilyisi. Vaihtoehtoisesti kdytetyn alipadstosuotimen kertoimet voi-
daan kertoa luvulla L, jolloin pddstokaistan taajuudet vahvistuvat kolminkertaisiksi. Tulos
on alimmassa edellé olleista kuvista.

Taajuustasossa tilanne on oheisen kuvan mukainen. Ylin kuva esittdd alkuperéista sig-
naalia, jonka ndytteenottotaajuus on esimerkissaimme 8192 Hz. Lisdttdessa signaaliin nol-
lia, saavutetaan signaali, jonka spektri [W/(e'®)| on seuraavassa kuvassa. Tdst4 on poistetta-
va valilld 4096 Hz — 12288 Hz olevat taajuudet esimerkiksi suotimella, jonka amplitudivas-
te [H(e'”)| on seuraavassa kuvassa. Tuloksena on signaali y(n), jonka spektri on alimmassa
kuvassa.



34 SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

Alkuperéisen signaalin spektri
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3.4 Naytteenottotaajuuden muunnos rationaalikertoimella

Kuten aiemmin mainittiin, rationaalikertoiminen naytteenottotaajuuden muunnos saadaan
yhdistdmalld interpolointi ja desimointi, tdssa jdrjestyksessd. Jos siis ndytteenottotaajuus
halutaan 3;-kertaiseksi, interpoloidaan signaali ensin L-kertaiseksi ja desimoidaan tdimén
jalkeen kertoimella M. T4ssd kannattaa laskennan sidstdmiseksi supistaa murtoluku 3

niin pitkalle kuin mahdollista. Jarjestelman lohkokaavio on alla olevan kuvan mukainen.

Nollien Alipéasto- Antialias- Uudelleen-
x(n) lisddminen suodatus suodatin naytteistys y(n)
TL H; (z) H (z) M
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Kaaviosta kdy ilmi, ettd jarjestelmassa on kaksi alipddstosuodatusta perdkkdin. Toinen
ndistd voidaan poistaa ja jattaa jéljelle se, jonka suodatusvaatimukset ovat tiukemmat. Jos
esimerkiksi kerroin 3 = 3, tulee suotimen H; (z) paastokaistaksi [0, 5 — Af] = [0, § — Af] ja
estokaistaksi [%, 15]. Suotimen H,(z) vastaavat arvot ovat [0, ﬁ — Af] = [0, 15 — Afl ja [%, 15].
Suodin H;(z) poistaa siis laajemman taajuusalueen kuin H,(z), joten pelkka H;(z) riittda.
Téssa yhteydessa taytyy luonnollisesti huomioida myos vaimennusvaatimusten toteutu-

minen. Alla oleva kaavio esittdd ndin saatavaa yksinkertaistettua jarjestelmaa.

Nollien Alipaasto- Uudelleen-
e svtteist
x(n) lisddminen suodatus naytteistys y(n)
TL H(z) Y

3.5 Interpoloinnin kadyttéo D/A-muunnoksessa

Seitsemdnkymmentdluvun puolivilin jalkeen alettiin tutkia mahdollisuuksia musiikin ja
muun ddnimateriaalin digitaaliseen tallentamiseen. Lopputuloksena syntyi CD-soitin, jo-
ka on nykyédédn yleisesti kdytossd ympari maailmaa. Seuraavassa tarkastellaan sen joitakin
teknisid yksityiskohtia ja erityisesti sen D/A-muunnosvaihetta, jossa digitaalinen signaali
muunnetaan analogiseksi. Lisitietoja 10ytyy esimerkiksi Steiglitzin kirjasta' sekd Philipsin
julkaisusta®. Kohinanmuokkausta tarkastellaan yksityiskohtaisemmin IEEE:n artikkeliko-
koelmassa’®.

CD-levyn halkaisija on 12 cm ja raidat ovat 1.6 mikrometrin etdisyydelld toisistaan.
Audio-CD:n sisdltama informaatio koostuu 16 bitin ndytteistd, joita on otettu 44100 Hertzin
ndytteenottotaajuudella. Koska stereoddni tarvitsee kaksi kanavaa, saadaan bittimaarak-
si 2 x 16 x 44100 =~ 1.41 miljoonaa bittid sekunnissa. Todellinen levylld oleva bittimaa-
rd on kuitenkin noin kolminkertainen. Yliméaraiset bitit ovat enimmaékseen virheenkor-
jausta varten. Pieni osa biteistd tarvitaan myos kappaleiden pituuksien ja mahdollises-
ti myos nimien tallentamiseen. Multirate-tekniikan yhteydessad mielenkiintoisin vaihe on
CD-soittimen D/A-muunnos.

3.5.1 Nollannen asteen pitopiiri

Yksinkertaisimmillaan muunnos digitaalisesta signaalista analogiseksi tapahtuu nollan-
nen kertaluvun pitopiirilla (engl. zero-order hold; ZOH tai sample-and-hold; S/H). Téllin
analogisen signaalin arvoksi asetetaan viimeksi tullut digitaalisen signaalin arvo. Oheises-
sa kuvassa esitetddn erddn digitaalisen signaalin muunnos analogiseksi nollannen kerta-
luvun pitopiirilld. Ympyrat kuvaavat digitaalisen signaalin arvoja ja viiva on analoginen
approksimaatio.

IKen Steiglitz, A Digital Signal Processing Primer, with Applications to Digital Audio and Computer Music,
Addison-Wesley, Menlo Park, CA, 1996.

2”Cornpact Disc Digital Audio,"Philips Technical Review, vol. 40, no. 6, 1982.

3Oversampling Delta-Sigma Data Converters: Theory, Design and Simulation, toim. J. Candy ja G. Temes, IEEE
Press, New York, 1992.
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Aénisignaalin ollessa kyseessd mielenkiintoisinta on kuinka analogisen signaalin spekt-
ri vastaa alkuperdisen digitaalisen signaalin spektrid. Vastaus l6ytyy seuraavan kuvan si-
muloiduista spektreista.
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Ylemmassd kuvassa on digitaalisen signaalin spektri. Vaaka-akseli esittda taajuuksia
ndytteenottotaajuuden suhteen normalisoituina. Alempi kuvaaja esittdd analogisen sig-
naalin spektrid nollannen asteen pitopiirin jalkeen. Nyt signaalin energia jakautuu paljon
laajemmalle alueelle siten, ettd alkuperdinen spektri (vélilla [0, 0.5]) monistuu suuremmil-
le taajuuksille. Vililla [0.5, 1] on vaimentunut peilikuva alkuperdisestd spektristd, valilla
(1, 1.5] on alkuperdisen spektrin vaimennettu kopio, valilld [1.5, 2] taas peilikuva vaimen-
nettuna, jne. Kuvassa on esitetty ainoastaan alkuperdinen spektri ja sen seitsemén kopiota,
mutta itse asiassa kopioita on ddrettéman monta (pienemmilld ja pienemmilld energioilla).

Nollannen asteen pitopiirin kdyttdytyminen taajuustasossa voidaan esittdd analyytti-
sesti. Koska kyseessd on jatkuva-aikainen suodin, analyysimenetelmd poikkeaa hieman
johdatuskursseilla tarkastelluista. Pitopiiri voidaan ajatella suotimeksi, jonka impulssivas-
te on jatkuva funktio

1, kin0<t<T
h(t) = .
0, muulloin,

missd T on kahden nédytteenottohetken vélinen aikaero (CD-soittimella 1/44100 s). Analo-
gisen suotimen tapauksessa konvoluutio méaaritelldan kaavalla

y(t) = Joo h(u)x(t —u)du

—00
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eli tdssd tapauksessa

Téllaisen suotimen taajuusvaste on

H(e'*) = Joo h(t)e **tdt

Viimeisin lauseke voidaan sieventdd muotoon
H(e') = Te "2 sinc(wT/2),
jolloin amplitudivasteeksi tulee
IH(e')| = T|sinc(wT/2)].

Tamaén funktion kuvaaja on alla (nyt T = 1).
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Digitaalisen signaalin ndytteenottotaajuus on yo. asteikolla yksi ja Nyquistin rajataa-
juus ndinollen kohdassa 1/2. Jokainen kuvaajan huippukohta tuottaa yhden vaimennetun

kopion digitaalisen signaalin spektrista.

Amplitudivasteen kuvaaja sovitettuna signaalin spektriin on alla. Visualisointisyista

amplitudivaste on nyt kerrottu kolmellasadalla.
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Nain havaittiin, ettd pelkka pitopiiri tuottaa ylimdadraisid taajuuksia analogiseen sig-
naaliin. CD-soittimen tapauksessa ylimaardinen energia esiintyy yli 22.05 kilohertsin taa-
juuksilla, joita ihmiskorva ei kuule. Ylimé&ardinen energia korkeilla taajuuksilla saattaa kui-
tenkin rasittaa vahvistinlaitteistoa, joten se on hyvé poistaa.

Korkeat taajuudet voitaisiin poistaa analogisella alipddstosuotimella, jonka padstokais-
ta on esimerkiksi vili [0,20] kHz ja estokaista [22.05, co) kHz (analogisella suotimilla ka-
siteltavilld taajuuksilla ei ole yldrajaa). Talloin siirtymékaistasta tulee kuitenkin verraten
kapea, jolloin analogisesta suotimesta tulee hankala suunniteltava ja helposti kallis.

Multirate-menetelmid kdyttden suodatus voidaan tehda kahdessa vaiheessa, jolloin suo-
timista tulee yksinkertaisempia. Ensimmaisessa vaiheessa nostetaan digitaalisen signaalin
ndytteenottotaajuus nelinkertaiseksi (176.4 kHz). Tama tapahtuu lisdamalla kahden nay-
tearvon véliin kolme nollaa ja suodattamalla tulos alipddstosuotimella, jonka padstokaista
on vili [0,20] kHz ja estokaista [22.05, 88.2] kHz. Taman suotimen toteutus riippuu halu-
tusta tarkkuudesta, mutta esimerkiksi Philipsin kuvauksessa kaytetdan FIR-suodinta, jos-
sa on 96 kerrointa. Kukin kerroin esitetddn kahdentoista bitin tarkkuudella. Paastokaistal-
la suotimen amplitudivaste on nouseva niin, ettd nollataajuuden ldhelld se on hieman alle
nollan desibelin ja 20 kHz:n ldhelld hieman yli nollan desibelin. Ndin pyritddn kompensoi-
maan korkeampien taajuuksien pientd vaimenemista nollannen asteen pitopiirissa.

Toisessa vaiheessa digitaalinen signaali muunnetaan analogiseksi nollannen asteen pi-
topiirilld ja suodatetaan lopuksi analogisella suotimella, joka poistaa suurille taajuuksille
tulevan yliméaaradisen energian. Nyt analogisen suotimen vaatimukset on helppo toteuttaa:
paastokaista [0,20] kHz, estokaista [88.2,00) kHz. Siirtymdkaistan leveys on nyt yli 30-
kertainen aikaisempaan verrattuna. Itse asiassa siirtokaista voitaisiin venyttaa yli 150:een
kilohertsiin ilman ongelmia (miksi?).

3.5.2 Kohinanmuokkaus

Digitaalilaitteita kdytettdessd informaation kaikkein luonnollisin esitysmuoto on binda-
rinen. Bindadridatalla tehtdvit operaatiot ovat nopeita ja niitd kdyttavat laitteet yksinker-
taisia suunnitella. Myods CD-soittimen alunperin 16-bittinen data muunnetaan nykyisissa
soittimissa ensin binddriseksi ja vasta tdiman jdlkeen analogiseksi. Tdlloin D/A-muunnin
tuottaa vain kahta eri jannitetasoa ja se saadaan rakenteeltaan yksinkertaiseksi. Normaa-
listi signaalin muunnos bindariseksi aiheuttaisi voimakkaan kvantisointikohinan signaa-
liin, mutta siitd padstddn eroon nostamalla signaalin ndytteenottotaajuutta seka siirtamalla
kvantisointikohinaa korkeammille taajuuksille. Téllaisista menetelmistd kdytetdan nimeda
kohinanmuokkaus (engl. noise shaping), ja ideana on nimenomaan siirtdd kohinan energiaa
suuremmille taajuuksille, josta se on helppo poistaa alipddstosuodatuksella.

x(n) L w(n) = y(n)
~{ 1L HE) | =) Kvant fom |
T T interpoloin
- +
-1 e(n)
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Yksinkertaisin kohinanmuokkausmenettely on ylld olevan lohkokaavion mukainen.
Ensimmadisessd vaiheessa signaali x(n) interpoloidaan nédytteenottotaajuudeltaan monin-
kertaiseksi. Tulos w(n) kvantisoidaan ja jdrjestelmad laittaa muistiin syntyneen kvantisoin-
tivirheen e(n). Kvantisointivirheen tallentaminen auttaa tasapainottamaan virhettd seu-
raavilla kierroksilla.

Yleensd kvantisointia mallinnetaan lisddmalla kvantisoitavaan signaaliin virhesignaali
e(n). Ylla olevan kuvan tapauksessa lohkokaaviosta saadaan yht&lo

yn)=wn)+en)—en—1).
Ottamalla z-muunnokset puolittain saadaan yht&lo
Y(z) =W(z)+E(z)(1—z").

Nadin ollen signaali w(n) menee sellaisenaan jdrjestelman lapi (ei suodatusta). Sen sijaan
virhesignaali e(n) kulkee lineaarisen jérjestelman H(z) = 1 — z7' lapi. Kdytetdan tasta
ulostulosignaalista jatkossa merkintdd d(n):

dn)=e(n)—en—1).

Jarjestelman H(z) taajuusvaste on H(e'”) = 1 — e ', jonka itseisarvon kuvaaja on alla.
Melko helposti voidaan osoittaa, ettd |1 — e ™| = 2sin($).
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Kuviosta ndhddén, ettd kohinan pienet taajuudet vaimenevat ja suuret taajuudet vahvis-
tuvat. Koska signaali w(n) on interpoloitu versio alkuperdisestd signaalista, sijaitsevat tar-
keét taajuudet nimenomaan pienilla taajuuksilla, jossa kohina on vaimentunut. Signaalin
y(n) SNR riippuu nyt interpolointikertoimesta L ja siitd, kuinka moneen bittiin signaali
kvantisoidaan.

Kohinan méara jarjestelméan H(z) jalkeen voidaan laskea analyyttisesti kdyttamalld hy-
viksi tietoa, ettd sen tehospektri riippuu valkoisen kohinan tapauksessa suoraan jérjestel-
méan H(z) taajuusvasteesta:

Pdd(eiw) = “‘l(eiwﬂ2

missd 02 = 27%"/12ja b on bittien m&&ra kvantisoinnin jilkeen. Koska signaali sijaitsee in-
terpoloinnin jalkeen taajuuksilla w € [0, 71/L], meiddn tarvitsee tietda tdlld taajuusalueella
olevan kohinan teho.

Esimerkiksi tapauksessa L = 4 tilanne olisi alla olevan kuvan mukainen. Kdyrén alle
jadva merkitty alue vastaa signaalin kanssa samalla taajuusalueella olevan kohinan tehoa.
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L L
0 /4 /2 3mn/4 s
Kulmataajuus

Se saadaan integroimalla,

7t/L —2b pm/L
;{J'O/ 4G§sin2(%)dw = 4~§2—7TJ0/ sinz(%)dw
27/ 1 . om
= 37<ﬁ—251“(t))
27 /1 sin(m/L)
N T(f_T)'

Nyt voidaan kysyd, montako bittid sddstetddan kun interpoloidaan tietylld kertoimella

L. Esimerkiksi CD-soittimen tapauksessa bittimaara on 15 + 1, ja kvantisointikohinan teho
ndin ollen % Samaan kvantisointikohinaan péastdan interpoloinnin ja kohinanmuok-

kauksen avulla interpolointikertoimella L ratkaisemalla tarvittava bittimdara b yhtalosta

ﬁ (1 sin(Tt/L)) _ 230

6 \L  m 12

Bittien tarve eri kertoimilla on esitetty alla olevassa kuvassa. Arvoissa ei ole mukana merk-
kibittia.

15
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Interpolointikerroin L

Kuviosta ndhddan interpolointikertoimien olevan edelleenkin varsin suuria. Taysin bi-
nadriseen tilanteeseen (b = 0) tarvitaan nyt 1523-kertainen interpolointi, mikd on liikaa.
Jarjestelméda on siis kehitettdva edelleen.

Kohinanmuokkaus tapahtuu siis yksinkertaisimmillaan viemalld kvantisointikohina
jarjestelmdn H(z) = 1 — z! lapi. Tulosta voidaan parantaa korottamalla siirtofunktio toi-
seen tai suurempaan potenssiin. Toisen asteen kohinanmuokkaus kayttaa siis jarjestelmaa
H(z) = (1—2z")? = 1—2z" + z7?, joka on melko helppo liittdd aiemmin esilld ollee-
seen lohkokaavioon. Yleisemmin p:nnen asteen kohinanmuokkaus vie kohinan jarjestel-
mén H(z) = (1—z )P lapi. Talloin amplitudivasteeksi tulee [H(e'®)| = (2 sin(%))P ja ampli-
tudivasteen kuvaajat arvoillap = 1,2,...,5 on esitetty alla. Kdyrat kohtaavat pisteessad w,
jossa on voimassa yhtdlo 2sin(w/2) = 1, eli pisteessd w = 7/3, joka on normalisoituina

taajuuksina f = & = 1.
2n 6
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Amplitudivaste
N

L L
0 /4 /2 3m/4 r[
Kulmataajuus

Nadin ollen p:nnen asteen kohinanmuokkaimen kvantisointikohinan varianssi on

22(p—b)
127t

/L
J sin® (ﬂ) dw.
0 2

Tutkitaan lopuksi toisen asteen kohinanmuokkaajaa, kun testisignaalin alkuperdinen
ndytteenottotaajuus on 8192 Hz, L = 4 ja b = 0 eli kvantisoinnin tulos on bind&rinen.
Interpolointikerroin L on visualisointisyistd melko pieni. Alla olevassa kuvassa on patka
testisignaalia.

0.15 T
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Interpoloinnin jdlkeen signaali kvantisoidaan yhteen bittiin, eli kdytannossa jéljelle jaa
vain ndytteen merkki. Téalloin syntyy alla oleva virhesignaali. Huomaa, ettd kyseessa ei ole
alkuperéisen signaalin merkki vaan mukana on my®os edellisen askeleen virhesignaali.

15 T
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Jarjestelméan ulostulosignaali ndyttdd seuraavalta.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800

Signaali ei ndytd aikatasossa juurikaan samalta kuin alkuperdinen, mutta taajuustasos-
sa yhtdldisyydet silti 16ytyvit. Ensin alkuperdisen interpoloidun signaalin spektri.
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Taajuus (Hz)

Kun tétd verrataan alla olevaan tulossignaalin spektriin, ndhdéaéan, ettd pienilld taajuuk-
silla spektrit ovat kokolailla samanlaisia. Lisdksi havaitaan suuremmilla taajuuksilla spekt-
rin noudattavan amplitudivasteen [H(e'*)| = 16 sin*(w) muotoa. Nyt interpolointikerroin
L ei ollut riittdvadn suuri, joten signaalin ja kohinan spektrit ovat osittain samalla taajuusa-
lueella.

e et bl st i)

IVIVER' vl NPT e iy
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

Taajuus (Hz)

Seuraavaksi kvantisoitu signaali muunnetaan analogiseksi yksinkertaisella yksibittisel-
1a D/A-muuntimella, jonka jdlkeen analoginen signaali suodatetaan analogisella alipaés-
tosuotimella. Analoginen suodin poistaa signaalista kohinan taajuudet. Jos interpolointi-
kerroin ja jdrjestelmén aste olisivat olleet riittdvéan suuria, signaalin ja kohinan spektrit oli-
sivat melko selkedsti erillddan. Talloin analogisen alipddstdsuotimen suunnittelu olisi mel-
ko helppoa, koska siirtymékaista saataisiin riittdvan levedksi.

Harjoitustehtavia

3.1. Kuvitellun digitaalisen jarjestelmédn nédytteenottotaajuus on 42 kHz. Jatkokaésittelya
varten signaali pitdd muuntaa ndytteenottotaajuuteen 6 kHz. Millaiset taajuusvaati-
mukset on asetettava antialias-suotimelle, jonka ldpi signaali suodatetaan ennen var-
sinaista uudelleenndytteistystd? Signaalista tiedetddn, ettd taajuuksien 0 — 2.5 kHz
tulee ehdottomasti sdilyd desimoidussa signaalissa. (Siis missd on padstokaista ja es-
tokaista?)



3. NAYTTEENOTTOTAAJUUDEN MUUNTELU 43

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

Signaali x(n), jonka ndytteenottotaajuus on 12 kHz pitdd muuntaa signaaliksi, jonka
ndytteenottotaajuus on 15 kHz. Selvitd muunnoksen vaiheet lohkokaaviona kdyttden

uudelleenndytteistysta ( ja ) ja alipaastosuodatusta ((H(z) |). Esitd tarvitta-

vien alipddstosuodinten padsto- ja estokaistojen sijainti, kun taajuudet valiltd 0 — 5.5
kHz halutaan sdilyttaa.

Tavoitteena on pudottaa 12 kHz signaalin nédytteenottotaajuus yhteen kilohertsiin
useassa vaiheessa. Signaalin olennaisin informaatio sijaitsee taajuuskaistalla 0-450
Hz, joka tulee siis ehdottomasti sdilyttdd. Selvitd tarvittavien suodinten kertoimien
yhteismaara eri multistage-toteutuksissa (4 kpl riittdd, jos tutkitaan vain ne tapauk-
set, joissa desimointikertoimet ovat laskevassa jarjestyksessd), kun alipadstosuotimet
suunnitellaan Hamming-ikkunalla (jolloin N = 3.3 /Af).

Kuinka monta kertolaskua kukin edellisista toteutuksista tarvitsee sekunnissa (MPS,
multiplications per second)? Taméa saadaan laskettua kaavasta

I
MPS = ) NiF,
i=1
missd I on desimointilohkojen lukumaééra, N; on i:nnen lohkon kertoimien maéra ja

F; on i:nnen lohkon sisddntulevan signaalin ndytteenottotaajuus.

(Matlab) Toteutetaan tdssd ja seuraavassa tehtdvdssa Matlabilla ndytteenottotaajuu-
den muunnos kertoimella % Lataa ensin testisignaali laughter  (latautuu komen-
nolla load laughter muuttujaan y). Signaalin ndytteenottotaajuus on 8192 Hz.

Nostetaan signaalin ndytteenottotaajuus ensin kaksinkertaiseksi. Taima vaatii seuraa-
vat vaiheet:
e Muodosta nollasignaali z, jonka pituus on kaksinkertainen alkuperdiseen nih-
den.

e Sijoita nollasignaalin joka toiseen paikkaan alkuperédisen signaalin arvot komen-
nolla z(1:2:end) = v; Kuuntele tulos. Huomaa, ettd komennolle soundsc
taytyy antaa my0s ndytteenottotaajuus; muutoin tulos kuulostaa pikkuoravilta.

e Suunnittele esim. astetta 100 oleva FIR-suodin (komento firl ) ja suodata syn-

tyneet héiriot pois.

e Kuuntele tulos ja totea, ettd se kuulostaa samalta kuin alkuperdinen.

e Tulosta kaikkien kolmen signaalin spektrogrammit komennolla specgram .
(Matlab) Pudota edellisen tehtdvan tulossignaalin ndytteenottotaajuus kolmasosaan
seuraavasti.

e Suunnittele antialias-suodin, jonka aste on myos 100.

e Suodata signaali z kyseiselld suotimella.

e Ota tuloksesta talteen joka kolmas nayte.

e Kuuntele tulos ndytteenottotaajuudella 5461 Hz, mikd on noin 2/3 alkuperai-
sestd.



44 SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

e Tulosta kaikkien kolmen signaalin spektrogrammit komennolla specgram .

3.7. (Matlab) Toteutetaan Matlabilla ensimmadisen asteen kohinanmuokkain. Aloita Matlab-
skripti lataamalla testisignaali Handel muuttujaan y. Sijoita x=y; , koska muuttujaay
tarvitaan myohemmin. Interpoloi signaali kertoimella 4 kdyttden komentoa interp
Interpoloinnin tulos on lohkokaaviossa oleva signaali w(n). Tétd signaalia ldhdetaan
kasittelemdan lohkokaavion mukaisesti. Alusta tdtd varten muuttujat e ja y nolliksi:
e=zeros(1,length(w)); . Lohkokaavion mukainen kohinanmuokkaus voidaan
esittdd pseudokoodina seuraavasti:

for n := 2 to length(w)
tmp = w(n)-e(n-1);
y(n) := sign(tmp);
e(n) := y(n)-tmp;

end

Tulosta ruudulle ulostulosignaali ja sen spektri (fft :11d laskettuna) sekd virhesig-
naali. Desimoi signaali takaisin 8192 Hertsiin ja kuuntele tulos. Kvantisointikohina
on selvésti kuultavissa signaalin taajuuskaistalla johtuen vain nelinkertaisesta inter-
poloinnista ja ensimmadisen asteen kohinanmuokkauksesta.

3.8. (Matlab) Muunna edellisen tehtdvan kohinanmuokkaus toisen asteen versioksi, jossa
pseudokoodi on seuraava.

for n := 3 to length(w)
tmp = w(n)-2 *e(n-1)+e(n-2);
y(n) := sign(tmp);
e(n) := y(n)-tmp;

end

Tee vastaavat testit kuin edellisessd tehtdvassa ja vertaa tulosta.

3.9. (Matlab) Muunna tehtdvan 3.8 kohinanmuokkaus kolmannen asteen versioksi. Tee
vastaavat testit kuin tehtdvissa 3.7 ja 3.8 ja vertaa tulosta. Kuitenkin niin, ettd kvan-
tisoit tuloksen (1 + 1) bittiin. (1 + 0)-bittinen ratkaisu on numeerisesti epéastabiili
korkeamman asteen vuoksi. Siis ei

y(n) := sign(tmp);
vaan
y(n) := quant(tmp, 27(-1));

3.10. Tdydennd oheinen kohinanmuokkauksen lohkokaavio niin, ettd se esittdd kolman-
nen asteen kohinanmuokkainta.
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Luku 4

Adaptiivinen suodatus

Kun signaali ja kohina ovat eri taajuuskaistoilla, suodatusongelma on ratkaistavissa nor-
maalein lineaarisen suodatuksen menetelmin. On kuitenkin tilanteita, joissa taajuuskais-
tat ovat osittain péillekkdin ja vaihtelevat ajan kuluessa. Lisdksi saattaa kdydd niin, et-
tei suunnittelija tieda vield suunnitteluvaiheessa millaista kohinaa sovellusvaiheessa tulee
vastaan. Talloin suotimen taytyy oppia sovellutuksen olosuhteet ja adaptoitua niihin. Tama
tarkoittaa, ettd suodin muuttaa kertoimiaan olosuhteiden muuttuessa. Adaptiiviset jarjes-
telmaét eivat siis tarkalleen ottaen ole aikainvariantteja. Ne ovat kuitenkin lineaarisia ja ne
esitetddn konvoluution avulla.

Adaptiiviset suotimet voivat toimia lukuisien erilaisten konfiguraatioiden yhteydessa.
Seuraava kuva esittdd niistd yhta.

: +
Referenssi- > @ —
signaali

A

/

Kohde- | Adaptiivinen
signaali ~| suodatin

Kuvassa on kaksi signaalildhdettd, joista toisesta tulee suodatettava signaali (kohdesig-
naali) ja toisesta tulee jonkinlainen estimaatti toivotusta tulossignaalista (ns. referenssisig-
naali). Adaptiivinen suodatin pyrkii koko ajan minimoimaan referenssisignaalin ja suoda-
tustuloksen vilistd erotusta. Ensindkemaltd idea ei vaikuta kovinkaan jarisyttavaltd, kos-
ka toivottu tulossignaali taytyy tietdd ennen suodatusta. Valitsemalla suodatettava signaali
ja referenssisignaali sopivasti pddstdadan kuitenkin mielenkiintoisiin tuloksiin. Seuraavassa
tarkastellaan muutamia sovelluskohteita.

4.1 Kohinan poisto

Tietyn tyyppisid héirioitd voidaan poistaa signaalista adaptiivisin menetelmin. Adaptiivi-
suus tulee kyseeseen silloin, kun hdirion parametreja ei tiedetd tai ne vaihtelevat ajan myo-
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ta. Referenssisignaali sisdltda talloin signaalin, joka on tietyn tyyppisen héirion vaarista-
ma. Suodatettavana signaalina on toinen héiridsignaali, joka korreloi jollain lailla referens-
sisignaalin hdirion kanssa. T4lloin adaptiivinen suodin pyrkii minimoimaan referenssisig-
naalin ja hdirion vélistd erotusta kdyttden hyviakseen kahden eri hdirion yhteisia piirteita.
Jos tdmé onnistuu, vihennyslaskun tuloksena on signaali, josta on poistettu alkuperdinen
héirio.

Esimerkkind tdmén tyyppisestd menettelystd on sikion syddnddnien tunnistus. Ongel-
mana tunnistuksessa normaalisti on didin syddnddnien voimakkuus. Adaptiivisessa jar-
jestelméssa sijoitetaan yksi mikrofoni didin syddmen ldhelle ja toinen didin vatsalle. Re-
ferenssisignaali tulee nyt vatsan mikrofonista ja sisdltdd varsinaisen signaalin (sikion sy-
dandanet) sekd hairickomponentin (didin syddnaani). Hairickomponentti voidaan pois-
taa toisen mikrofonin signaalin avulla. Aidin syddmen lihelld olevan mikrofonin signaa-
li koostuu miltei pelkdstddn didin syddndanistd. Adaptiivinen algoritmi pyrkii minimoi-
maan kahden signaalin erotuksen ja samalla poistamaan didin syddanddnet mahdollisim-
man tehokkaasti. Sikion syddnddnet sen sijaan sdilyvit silld ne eivat juurikaan korreloi
didin syddnaanien kanssa. Siksi adaptiivinen suodatin ei tee niille mitdan. Alla on tdimén
jarjestelmén lohkokaavio.

Y+

Aiti + sikio

@ > Sikio

Adaptiivinen
suodatin

Aiti >

4.2 Tuntemattoman jdrjestelmin mallinnus

Adaptiivisella jarjestelmaélld voidaan mallintaa tuntematonta jarjestelmaa ja laskea sen omi-
naisuuksia. Tédlloin suodatettavana signaalina on jokin (laajakaistainen, useita taajuuksia
sisdltdva) testisignaali ja referenssisignaalina on tuntemattoman jérjestelmén ulostulo, kun
heratteend on kyseinen testisignaali. Jos adaptiivinen suodatin kykenee minimoimaan tes-
tisignaalin ja referenssisignaalin vélisen erotuksen, se itse asiassa kdyttdytyy samoin kuin
tuntematon mallinnettava laite. Adaptiivisen suodattimen ominaisuudet ovat tidlléin ma-
temaattinen malli tuntemattoman jarjestelméan ominaisuuksista. Alla on téllaisen jarjestel-
maéan lohkokaavio.
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- . _ | Tuntematon
Testisignaali > jarjestelma —

| Adaptiivinen
suodatin

4.3 Ekvalisointi

Ekvalisoinnilla tarkoitetaan vaaristyneen signaalin palauttamista mahdollisimman ldhel-
le alkuperdistd. Vadristymisen syynd voi olla esimerkiksi kohinainen tiedonsiirtokanava.
Sekd lahetin ettd vastaanotin tietdvat jonkin laajakaistaisen testisignaalin, jota ldhetetdan
sadannollisin véliajoin. Adaptiivinen suodatin suodattaa vastaanotettua testisignaalia ja re-
ferenssisignaalina on alkuperdinen testisignaali. Adaptioprosessin tuloksena on suodin,
joka palauttaa kohinaisen signaalin mahdollisimman ldhelle alkuperdistd signaalia tdten
minimoiden suodatustuloksen ja referenssisignaalin vélisen virheen. Samaa suodatinta
voidaan kdyttdd myods muun signaalin suodatukseen, jos kanavan ominaisuudet pysyvét
riittdvan samanlaisina seuraavan testisignaalin ldhettdimiseen saakka.

Téata tekniikkaa kdytetaan GSM-puhelimissa ekvalisoimaan puhelimen liikkeisté ja sig-
naalin heijastumisesta aiheutuvia héirititd. Tukiasema ja puhelin ldhettdvat sdannollisin
valiajoin tiettyd testisignaalia, jonka molemmat tietdvat. Kun kanava muuttuu puhelimen
liikkuessa, molemmat sovittavat ekvalisaatiosuotimensa tilanteen mukaan. Lohkokaavio
on alla.

+
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4.4 Ennustus

Jos valitaan suodatettavaksi signaaliksi viivdstetty versio referenssisignaalista, voidaan
adaptiivista suodinta kdyttdd tulevien signaaliarvojen ennustamiseen. Suodatuksen ede-
tessd suodin pyrkii minimoimaan referenssisignaalin ja viivdstetyn version vilistd eroa.
Jos signaali on riittdvdn yksinkertainen (muodostuu esimerkiksi vain muutamista taajuuk-
sista), suodin oppii ennustuksen varsin pian. Ennustavaa adaptiivista suodinta kédytetdan
hyvaksi esimerkiksi signaalin kompressiossa. Jos ldhetin- ja vastaanottajapddssa kdytetddn
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samaa ennustajaa, tarvitsee vélilla ldhettdd ainoastaan ennustusvirhe. Jos ennustaja toimii
hyvin, ennustusvirhe siséltdd ainoastaan ldhelld nollaa olevia arvoja, jotka saadaan pa-
kattua pieneen tilaan. Informaatioteoreettisin termein ilmaistuna virhesignaalilla on pieni
entropia. Lohkokaavio on alla.

+
Signaali > @—

ud

2\4 | Adaptiivinen
~| suodatin

Y

4.5 Suodatusongelman teoreettinen optimiratkaisu

Ennen varsinaisten adaptoitumisessa tarvittavien algoritmien esittelya tarkastellaan hie-
man yleistd tehtdvianasettelua ja teoreettisia ratkaisuja sille.

Olkoon x(n) suodatettava signaali ja s(n) referenssisignaali. Merkitdan suodatustulosta
merkinnalla

N-1
y(n) =w(n) «x(n) = Y wlk)x(n—k),
k=0

missd w(n) on adaptiivisen suodattimen painovektori. Yleensd tdimé painovektori muut-
tuu ajan funktiona, joten oikeampi merkinta olisi w; (k), tms., mutta yksinkertaisuuden
vuoksi jdtetddn aikaindeksi jatkossa pois. Yksinkertaisin esitysmuoto konvoluutiosum-
malle saadaan vektorien sisdtulona:

y(n) =w'x(n) =x"(n)w,
missd w = (w(0),w(1),...,w(N—=1))Tjax(n) = (x(n),x(n—1),...,x(n—=N+1))".
Maédéritellaan lisdksi virhesignaali

e(n) =s(n) —y(n) = s(n) — w'x(n),
joka pyritddn saamaan mahdollisimman ldhelle nollasignaalia. Se, kuinka ldhella virhesig-
naali on nollasignaalia, maaraytyy kustannusfunktion avulla.
Mahdollisia kustannusfunktioita voisivat olla esimerkiksi

c(w) = Efle(n)]]
ja
c(w) = E[e*(n)],
missd e?(n) on lyhyempi merkinta lukujonolle (e(n))?, ja E[e?(n)] tarkoittaa kyseisen jonon
odotusarvoa.
Koska tavoitteena on minimoida kustannusfunktio, sen on hyva olla derivoituva. Siksi

valitsemme jalkimmaéisen kustannusfunktion (funktio f(x) = x? on kaikkialla derivoituva,
mutta f(x) = [x| ei).
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Auki kirjoitettuna kustannusfunktio saa muodon

c(w) = E[e*(n)]

= E[s*(n)] + Ey*(n)] —2E[s(n)y(n)].
(*) ()

Taman lausekkeen kaksi viimeistd odotusarvoa puretaan auki:
(¥) = E[(w'x(n))’]
E [w'x(n)x' (n)w]
= W EXMN)Xx (n)w
= W' Rw,
ja
(#%) = 2E[s(n)x' (n)w] = 2E[s(n)x' (n)]w = 2p'w,

missd matriisi R = E[x(n)x"(n)] on N x N matriisi, josta kiytetdan nimed autokorrelaatiomat-
T(n)]

riisi ja vektori p = E[s(n)x' (n)] on signaalien s(n) ja x(n) ristikorrelaatiovektori. Esimerkiksi
tapauksessa N = 4 saavat R ja p muodon

x(n)x(n) x(n)x(n—1) x(n)x(n —2) x(n)x(n —3)
R—E xn—Tx(n) xmMm—=—1T)x(n—1) x(n—1)x(n—2) x(n—1)x(n—23)
- x(n—2)x(n) xmMm—=2)x(n—1) x(n—2)x(n—2) x(n—2)x(n—23)
x(n—3)x(n) xmMm—=3)x(n—1) x(n—3)x(n—2) x(n—3)x(n—23)
ja
s(n)x(n)

- s(m)x(n—1)

p=t s(n)x(n —2)

s(n)x(n —3)

Matriisin R symmetrisyys ja yksinkertainen muoto tulevat hyvin ilmi erdélle testisignaa-
lille lasketuista arvoista':

0.0385 0.0291 0.0127 —0.0023 0.0224

R — 0.0291 0.0385 0.0291 0.0127 | 0.0322
| 0.0127 0.0291 0.0385 0.0291 |* P 7 [0.0311
—0.0023 0.0127 0.0291 0.0385 0.0184

Kustannusfunktio saa siis muodon c(w) = E[s*(n)] + w' Rw — 2p'w. Tama funktio
on derivoituva vektorin w jokaisen alkion suhteen ja sen gradientin nollakohta minimoi
kustannusfunktion. Kustannusfunktio on aina paraboloidi.

Ensimmaéinen derivoitava, s*(n) ei riipu kertoimista w(0), w(1),...,w(N—1), joten gra-
dientista tulee nolla. Toinen termi sen sijaan riippuu ja gradientiksi tulee (yksi kerrallaan
derivoimalla ja yhdistdmalla tuloksen vektoriksi)

0

0
2 _ T _
3 Ely“(n)] 3w w' Rw = 2Rw.

1Koska signaali oli darellisen mittainen, odotusarvo korvattiin 73109:n naytteen keskiarvolla.
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Kolmannen termin gradientti puolestaan on

0 0
—ER2 = —2p'w=2p.
5w EL2s(my(n)] WP W=12p
Ndin ollen 5
Ve = mc(w) = 2Rw — 2p.
Asetetaan gradientti nollaksi:
2Rw—-2p =0
Téstd saadaan normaaliyhtilot
Rw = p,
ja jos R on kaantyva,
w=R"p.

Esimerkiksi edelld olleen esimerkkimatriisin R kddnteismatriisi on

89.3205 —101.4405 41.7160 7.2675

—101.4405 203.9342 —152.2110 41.7160
41.7160  —152.2110 203.9342 —101.4405 |’

7.2675 41.7160 —101.4405  89.3205

R =

joten optimaaliset kertoimet téssé tapauksessa ovat?

0.1655

0.3282

0.5091
—0.0053

W:R_]P:

Jos suotimessa on vain kaksi kerrointa, voidaan kustannusfunktion kuvaaja myos piir-
tad. Kustannusfunktio harjoitustehtdvan 4.1 signaaleille tdssa tapauksessa on kuvattu alla.

2Tassé tapauksessa referenssisignaali s(n) muodostettiin signaalista x(n) suodattamalla se suotimella,

jonka impulssivaste on h(n) = %6(n) + %5 m—1)+ %5 (n —2). Tamdn jédlkeen signaaliin s(n) lisdttiin hieman

kohinaa realistisemman kokeen luomiseksi.
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Esimerkin tapauksessa suotimella on vain kaksi kerrointa: w' = [w, wy], joten kustan-

nusfunktio voidaan piirtda niiden suhteen. Tadssa tapauksessa matriisit R ja p ovat
R — (0.0308 0.0156) B (0.0ZS‘?)
— 0.0156 0.0308)° P~ \0.0140/"

Néiden avulla voidaan laskea optimipainot: w = R™'p = [0.8220, 0.0367], jotka on merkit-
ty punaisella pallolla ylld olevaan kuvioon. Kuviosta ndhddan painojen tosiaankin sijait-
sevan kustannusfunktion minimikohdassa. Lisdksi kuviosta havaitaan kustannusfunktion
olevan paraboloidin muotoinen. Tdmd muoto on voimassa my6s pidemmille suotimille,
mutta sen piirtdiminen ei endd ole mahdollista.

Kéaytannon menetelmét pyrkivat vélttimadn matriisiyhtdlon Rw = p ratkaisemista
sen laskennallisen kompleksisuuden vuoksi. Iteratiiviset menetelmét péaivittavat paino-
vektoria kustannusfunktion gradientin mukaan, ja kustannusfunktion muodon perusteel-

la tdima johtaa aina optimipisteeseen. Téllaisia menetelmid ovat least mean squares (LMS) ja
recursive least squares (RLS) -algoritmit, joista edelliseen tutustutaan seuraavassa.

4.6 Gradienttimenetelma ja LMS-algoritmi

Kéytannon tilanteissa valmista tilastollista mallia ei useinkaan ole saatavilla ja tilastolli-
set ominaisuudet muuttuvat ajan myo6td. Siksi myos autokorrelaatiomatriisin ja ristikor-
relaatiovektorin estimaatteja tdytyy paivittdd jatkuvasti. Jos tdméd on helposti tehtdvissd,
voidaan kayttaa gradienttimenetelmiii adaptiivisen suodatuksen ratkaisuna. Gradienttime-
netelmd on iteratiivinen menetelmd, joka estimoi kullakin iteraatiokierroksella matriisia R
ja vektoria p ja pdivittdd ndiden perusteella adaptiivisen suotimen kertoimia w tietyn mat-
kan negatiivisen gradientin suuntaan (siis sinne missd kustannusfunktio pienenee). Tama
voidaan ilmaista kaavamuodossa seuraavasti:

w:=w—u-Vc(w), (4.1)

missd Vc(w) on kustannusfunktion gradientti ja p on pieni positiivinen reaaliluku, joka
kertoo kuinka pitkid harppauksia gradientin mddradméaédn suuntaan otetaan. Jos p on liian
pieni, adaptoituminen muuttuu liian hitaaksi, ja jos se on liian suuri, prosessi ei suppene
kohti optimiratkaisua.?

Ongelmana ylld olevan kaavan kdytossd on gradientin estimointi. Tarkastellaan asiaa
ldhemmin seuraavassa. Aikaisemmin laskettiin kustannusfunktion gradientille seuraava
lauseke:

Vec(w) = 2Rw — 2p.

Sijoittamalla R = E[x(n)x"(n)]ja p = E[s(n)x(n)] saadaan yhtdlst

Ve(w) = 2E[x(n)x' (n)lw — 2E[s(n)x(n)]
= 2E[x(n)x' (n)w —s(n)x(n)]
= 2Ex(n)y(n) —s(n)x(n)]
= 2Ex(m)(y(n) —s(n))]
= —2E[e(n)x(n)].

3Voidaan osoittaa, ettd LMS-algoritmi suppenee, jos 0 < p < }\L, missd Anax ON autokorrelaatiomatriisin
max
R suurin ominaisarvo. Taméan luvun tarkka méarittiminen on kdaytannossd usein mahdotonta.

X
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Viimeisintd odotusarvoa ei voida kdytdnnossa arvioida tarkasti, joten on tyydyttava kayt-
taméaan jotain likiarvoa sen sijaan. Osoittautuu, ettd algoritmi toimii vaikka odotusarvon
tilalla kdytettdisiin vain viimeisimmaén ajanhetken tilannetta. Talloin

Ve(w) =~ —2e(n)x(n). (4.2)

Ndin saadusta gradienttimenetelmdn muodosta kdytetdaan nimitystd LMS-algoritmi. Sen
kerrointen pdivittiminen voidaan tiivistdd kaavaan

w:=w + 2ue(n)x(n),

joka on saatu sijoittamalla kaava (4.2) kaavaan (4.1).
Kokonaisuudessaan LMS-algoritmi on seuraavanlainen.

LMS-algoritmi

1. Alusta painovektori w sopivilla alkuarvoilla, esimerkiksi nollavektoriksi.
2. Laske ulostulo y(n) = w'x(n).
3. Laske virhe e(n) = s(n) —y(n).

4. Paivita suotimen kertoimia:

w:=w + 2ue(n)x(n).

5. Jos suodatettava signaali ei ole lopussa, aseta n :=n + 1 ja palaa kohtaan 2.

4.7 Esimerkkejd LMS-algoritmin toiminnasta

Seuraavassa tarkastellaan LMS-algoritmin toimintaa keinotekoisessa adaptiivisen suoda-
tuksen esimerkissad. Tarvittava rutiini on adaptiivisen suodatuksen toteuttava algoritmi,
jonka muoto Matlabissa on

[yw] = LMS (x, ref, mu, N)

Funktio saa siis lahtotietoina signaalin X, referenssisignaalin ref , suotimen pituuden
N ja parametrin u. Funktio palauttaa ulostulovektorin y ja viimeisen kierroksen paino-
vektorin W, joka sisdltdd viimeisen iteraation painot (pituus on siis N). Signaalien y ja
ref erotus on tdlldin virhevektori e, joka ilmoittaa kuinka paljon suodatustulos poikkeaa
referenssisignaalista ref kullakin iteraatiokierroksella. Seuraava Matlab-koodi toteuttaa
LMS-suodatuksen, ja se on ladattavissa osoitteesta http://www.cs.tut.fi/kurssit/
SGN-1251/LMS.m.

function [y,w]=LMS(x,ref,mu,N)

y=zeros(size(x)); % Alustetaan ulostulo nolliksi
w=zeros(1,N); % Alustetaan suodin nolliksi

for n=N:length(x),
data=x(n:-1:n-N+1); % Otetaan péatka suodatettavaa signaa lia
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y(n)=w =data; % Lasketaan konvoluutio painojen kanssa
e=ref(n)-y(n); % Lasketaan erotussignaali
w=w+2 mu ex data’; % Paivitetddn painoja

end;

4.7.1 Hairiotaajuuden estimointi ja poisto

Tarkastellaan tilannetta, jossa testisignaali koostuu kahdesta taajuuskomponentista, joista
toinen on héirio ja toinen etsittdva signaali. Tama yksinkertaistus vastaa esimerkiksi kap-
paleen 4.1 tilannetta.

Olkoon

x=sin(0.05 *2+pi *»(1:256)) + 0.2  *randn(1,256);
sisddntuleva signaali, josta pitdisi estimoida hdirickomponenttia. Tdma vastaa siis kappa-

leen 4.1 esimerkin tapauksessa didin sydandantd. Sen 100 ensimmaistd komponenttia ovat
kuvassa:

15
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Normalisoitu taajuus

Oletetaan, ettd toisesta signaalildhteestd saadaan referenssisignaali, jossa on hairiota seka
toinen sinisignaali summautuneena. Tama voisi olla kappaleen 4.1 esimerkin tapauksessa
didin (taajuus 0.05) ja sikion (taajuus 0.15) syddndanten summa.

s = 0.7 *cos(0.05 *2xpi x(1:256)) + 0.2  *sin(0.15 *2+pi *(1:256))...
+ 0.2 *randn(1,256);

15
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Tamaén signaalin spektri on seuraavassa:
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Adaptoitumisen tarkoituksena on siis tdssd tapauksessa oppia loytdméaan (automaattisesti;
ilman tietoa komponenttien taajuuksista tai amplitudeista) signaalista x(n) signaalin s(n)
hairickomponentti pienentdmaélld amplitudia ja muuttamalla vaihetta. Toivotun jérjestel-
maén pitdisi oppia muuntamaan signaalin x(n) komponentti sin(0.05 - 27tn) signaalin s(n)
komponentiksi 0.7 cos(0.05 - 27tn). Taman vaatimuksenhan toteuttaa mika tahansa suodin,
jonka amplitudivaste taajuudella 0.05 on 0.7 (—3.10 dB) ja vaihevaste —90 astetta (eli sinin

ja kosinin vaihe-ero).

Kutsutaan LMS-suodatusta niin, ettd suotimessa on 21 kerrointa ja parametri p = 0.001.

[yw] = LMS (x, s, 0.001, 21);

Tuloksena on seuraava erotuskdyra spektreineen. Ideaalitapauksessa spektrissa pitdisi olla

jdljelld vain sikion sydankayra taajuudella 0.15.
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Suppeneminen vaikuttaa hieman hitaalta, ja hdiridtaajuus on mukana etsittivaa taajuutta
voimakkaampana. Kokeillaan suurempaa arvoa parametrille p.

[y,w] = LMS (x, s, 0.01, 21);
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Nyt suodatus selvastikin kumoaa hdirickomponentin, jolloin varsinainen signaali tulee
hyvin esiin. Kasvatetaan parametria p edelleen

[y,w] = LMS (x, s, 0.05, 21);

LMS-suodatus (u = 0.05)

10

20

30

40

50 60 70 80 90 100
Kierros

0.1

0.15

1
0.2

1
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus

Téassd tapauksessa aikaisempi hdirickomponentti kylld poistuu, mutta suodin vahvistaa

samalla korkeampia taajuuksia, jolloin sielld olevan kohinan méara kasvaa.

Seuraavalla parametrin p arvolla prosessi ei selvdstikdan endd suppene:

[yw] = LMS (x, s, 0.11, 21);



58 SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

x 10" LMS-suodatus (4 = 0.11)
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Tutkitaan nyt adaptiivisen suotimen kertoimia LMS-algoritmin viimeiselld kierroksel-
la. Esimerkiksi tapauksessa p = 0.01 suotimen painot (vektorissa W) ovat alla olevan kuvan
mukaiset.

0.1
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Amplitudivaste (dB)
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Meita kiinnostaa erityisesti amplitudivaste taajuudella 0.05. Taajuusvasteen kaavalla las-
kettaessa Matlab antaa tulokseksi W(e®%®?™) = —0.0390 — 0.61521, jolloin amplitudivaste
on 0.6165, mikd on melko ldhelld toivottua arvoa. Vaihevaste on —93.6307 astetta, joka on
myo6s melko ldhelld oikeaa. Kohinan vaikutus kokeessa on melko suuri, joten vasteet vaih-
televat melko paljon toistettaessa koe.

Adaptiivisen suotimen ulostulon y(n) spektri on alla olevan kuvan nédkoinen.
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4.7.2 Suppenemistesti

Suppenemisen nopeus kdy paremmin ilmi keinotekoisesta esimerkistd, jossa virhesignaali
on mahdollista saada nollaksi sopivilla kertoimilla. Kdytdnnon tilanteissa tima on harvi-
naista, mutta esimerkkini havainnollinen.

Olkoon suodatettava signaali x(n) satunnaissignaali:

X = randn(1000,1);

Muodostetaan referenssisignaali s(n) konvoluution avulla:

h
S

randn(1,9);
conv(x,h);

Konvoluutiossa kdytetty impulssivaste h(n) on satunnaisesti generoitu. Teoriassa LMS-
suodatuksen virheen e(n) pitdisi ldhestyad nollaa kun suotimen painovektori w ldhestyy
impulssivasteen h(n) arvoja.

Kokeillaan ensin kertoimen p arvolla 0.001. Virhesignaali on alla.

LMS-suodatus (p = 0.001)
5 T T T
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Virhe selvésti pienenee kierros kierrokselta, mutta on melko hidasta. Kokeillaan suu-
remmalla arvolla, u = 0.01.

LMS-suodatus (u = 0.01)
4 T T T
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Nyt suodatus oppii kdytetyt kertoimet melko pian, noin parinsadan kierroksen jalkeen.
Oppiminen nopeutuu edelleen kun kerrointa kasvatetaan: p = 0.05.
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LMS-suodatus (i = 0.05)
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Kun kerrointa kasvatetaan edelleen, siitd tulee jo liian suuri, eikd prosessi endd suppene
arvolla p = 0.1.

LMS-suodatus (4 = 0.1)
30 T T T
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On mahdollista kokeilla useilla eri kertoimen p arvoilla, kuinka nopeaa suppeneminen
on. Suppenemisen nopeutta voidaan mitata yksinkertaisesti laskemalla referenssisignaalin
s(n) ja suodatustuloksen y(n) erotuksen neliosumma, eli

1000

> (s(n) —y(m))*

n=1

Jos algoritmi suppenee nopeasti, s(n) ja y(n) ovat nopeasti lahelld toisiaan. Jos taas sup-
peneminen on hidasta tai prosessi ei suppene, on erotuksen nelidsumma suuri.

Suppenemistesti ajettiin luvun p arvoille p = 0.001,0.002,0.003,...,0.1, ja nelidsum-
mat ndilld arvoilla nakyvit alla olevassa kuvassa.
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Téassd tapauksessa optimiarvo ndyttéisi olevan noin p = 0.05. Yleisesti ottaen optimiar-
vo riippuu kuitenkin signaaleista, eikd tdima lukuarvo ole optimi muissa tapauksissa. Kay-
ran muoto on kuitenkin hyvd muistaa, koska se pysyy suunnilleen samanlaisena muissa-
kin tilanteissa.

Harjoitustehtavia

4.1. (Matlab) Kopioi LMS-algoritmi itsellesi osoitteesta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/LMS.m
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4.2.

4.3.

Lisdaa nyt periodinen kohinakomponentti signaaliin laughter
noisy=y+0.1 *sin(2 =*pi *0.2 = (1:length(y)))’;

Jos kuuntelet signaalin, havaitset tasaisen ylimadrdisen ddnen taajuudella 0.2-8192 =
1638.4 Hz. LMS-algoritmi poistaa sen helposti, jos kdytettdvissd on alkuperdinen re-
ferenssisignaali. Sovella LMS-algoritmia signaaliin noisy siten, ettd y on referens-
sisignaalina. Suotimen pituus N voi olla muutaman kymmenen néytteen luokkaa.
Tulosta ruudulle saadun suotimen amplitudivaste. Huomaa, ettd funktiota on kut-
suttava isoilla kirjaimilla: LMS Matlabissa on my®os pienelld kirjoitettu funktio Ims,
joka toimii hieman eri tavalla.

(Matlab) Usein kaytettavissa ei ole alkuperdistd referenssisignaalia, mutta LMS-algo-
ritmi on talloinkin kayttokelpoinen. Alla olevassa kuvassa 4.1 on tdhén tilanteeseen
sopiva jdrjestelmd. Kohinaisesta signaalista noisy tdytyy nyt luoda viivéstetty ver-
sio. Tehdaan se liséamalld alkuun nollia: noisy2=[zeros(1,50),noisy’]’; So-
vella nyt kuvan 4.1 menettelya jaksollisen kohinakomponentin poistamiseen signaa-
lista kun suodatetaan viivdstettyd versiota ja referenssisignaalina on viivastiméaton
kohinainen signaali. Tulosta amplitudivaste ruudulle. Kuuntele signaali, josta vihel-
lys on poistettu. Kiinnitd huomiota siihen, mistd kohtaa lohkokaaviota kyseinen sig-
naali saadaan.

x(n) N @ e(n) _
Ei-jaksollinen
i signaali

/

y(n)

- Z_M - Adapti'ivinen N
suodatin Jaksollinen
signaali

Kuva 4.1: Jaksollisen héirion poistoon sopivan jarjestelman lohkokaavio.

(Matlab) Normalisoitu LMS-algoritmi (NLMS) saadaan LMS-algoritmista muuttamal-
la suppenemisparametrin p laskenta adaptiiviseksi. Muokkaa funktiota LMS.msiten,
ettd painoja pdivitettdessa parametrin mutilalla kdytetaan uutta parametria mu2, joka

lasketaan kaavasta mu

~ 1+ data '~data -
Sijoita tdma laskukaava juuri ennen rivié, jossa painot paivitetian. Muuta viela rivilla

mu?2

W=w+2 mu e* data’; % Paivitetddn painoja

olevan parametrin mutilalle uusi parametri mu2 Kokeile uutta algoritmia tehtdvan
4.2. tilanteeseen. Anna parametrina munyt joku luku valiltd 0-1, mieluummin ldheltad
ykkosta.
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44.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Oletetaan, ettd seuraavien termien arvot (vrt. kappale 4.5) on arvioitu kahdesta sig-
naalista:

R:ﬁ H p:[g], E[s2(n)] = 42.

Merkitdan lisaksi

Laske ja sievennd kustannusfunktion c(w) lauseke.

Oletetaan, ettd R, p ja w ovat kuten edellisessa tehtdvassa. Laske (ja sievennd) kus-
tannusfunktion gradientti Vc sekd kustannusfunktion minimoiva vektori w.

Mitd tapahtuu adaptiivisen suotimen kertoimille, jos referenssisignaali s(n) ja koh-
designaali x(n) eivit korreloi lainkaan? Toisin sanoen jokaisella kokonaisluvulla k
on voimassa ehto E[s(n)x(n — k)] = 0. Perustele.

(Matlab) Muunna funktiota LMS.m siten, ettd viimeisen kierroksen kerroinvektorin
W sijasta palautetaankin matriisi, jossa kukin rivi sisdltdd yhden iteraatiokierroksen
kertoimet:

1. kierroksen kertoimet wi(0)  wi(1) wy(2) -+ wy(N—=1)
2. kierroksen kertoimet wy(0)  wy(1) wy(2) -+ wyr(N-—1)
3. kierroksen kertoimet | — | w3(0) ws(1) ws3(2) -+ w3(N—1)
kierroksen M kertoimet wm(0) wm(1) wm(2) -+ wu(N—1)

Muuta myos kertoimien alustus sellaiseksi, ettd ensimmadisen iteraatiokierroksen suo-
timen kertoimet ovat ykkosid (komento ones, eikd zeros ). Luo sitten komennolla
randn kaksi keskenddn korreloimatonta signaalia: referenssisignaali S ja kohdesig-
naali X, joiden pituus on 30000. Aja muutettu LMS-algoritmi néilld signaaleilla ja tu-
losta kertoimen wy(0) kuvaaja kun k = 1,2,3,..., M komennolla plot(w(:,1))
Saatko kuvaajan tismddmaan edellisen tehtdvan tuloksen kanssa?

(Matlab) LMS-algoritmi on yksi ratkaisu adaptiivisen suodatuksen toteutuksessa. Toi-
nen yleisesti kdytetty algoritmi on nimeltddn RLS-algoritmi, joka on lyhenne sanois-
ta Recursive Least Squares. Tdlla kurssilla emme paneudu ldhemmin itse algoritmiin,
mutta tutustumme sen kayttoon. Kopioi tiedosto RLS.m itsellesi verkkoselaimella
osoitteesta http://www.cs.tut.fi/lkurssit/fSGN-1251/RLS.m

Tutkitaan LMS- ja RLS-algoritmien eroja kokeellisesti simuloiduilla testisignaaleilla.
Testid varten kannattanee lisdtd komennot Matlab-skriptiin, jonka kaikki komennot
ajetaan kerrallaan.

Luodaan ensin satunnainen, normaalijakautunut kohinasignaali:
x=10 * randn(2000,1);

Suodatetaan tulos, jotta saataisiin korrelaatio ndytteiden vilille (ilman sitd LMS ja
RLS eivit toimi).
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x=filter([1 -3 2],[1 -0.5],x);

Tama on nyt kohdesignaali. Olkoon referenssisignaali nyt timan suodatettu versio:
y=filter([1,2,3,4],1,X);

Lisatdadn lopuksi referenssisignaaliin kohinaa, jotta tehtdvéa vaikeutuisi hieman:
y=y+randn(size(y));

RLS-algoritmi saa neljd parametria: kohdesignaalin, referenssisignaalin, suotimen pi-
tuuden ja unohduskertoimen (engl. forgetting factor). Unohduskerroin A € [0, 1] kertoo
sen, kuinka pitkalta ajalta algoritmi muistaa signaalien arvot. Esimerkiksi kertoimel-
la A = 0.99 algoritmin muisti on kertaluokkaa

Zo 99k = T—r o 55 = 100 naytett.

Mitd suurempi unohduskerroin, sitd pidempi muisti algoritmilla on. Suurilla ker-
toimilla algoritmi ei kykene mukautumaan lyhyen aikavélin muutoksiin. Toisaalta
pienet kertoimet saavat algoritmin liiankin herkéksi pienille muutoksille.

Vertaile LMS- ja RLS-algoritmeja edellamainittujen kohde- ja referenssisignaalin ta-
pauksessa. Suotimen pituudeksi riittdd 4. Tulosta ruudulle molempien menetelmien
virhesignaalit (referenssin ja suodatustuloksen erotus). Kokeile eri arvoja RLS:n unoh-
duskertoimelle ja LMS:n suppenemisparametri p:lle. Katso myos help RLS .

4.9. (Matlab) Ekvalisointi. Matlabin testisignaali handel on kulkenut erdan (simuloidun)
tiedonsiirtokanavan ldpi ja samalla taajuudet ovat vddristyneet. Lataa (wavread ) tu-
lossignaali tiedostosta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/corrupt.wav

Tehtdvdndsi on kdyttdd adaptiivista jdrjestelmdd (LMS tai RLS valintasi mukaan)
etsimddn kanavan kertoimet, ts. etsimddn se FIR-suodin, joka muuntaa signaalin
handel signaaliksi corrupt.wav . Estimoi ajan sddstamiseksi kanavan kertoimia
signaaliparin 5000:sta ensimmaéisestd ndytteestd. Voit olettaa, ettd mallissa on kertoi-
mia enintddn 15. Ekvalisoi vdiristynyt signaali kanavan kidnteissuotimella?, toisin
sanoen

ekvalisoitu=filter(1,kanava,corrupt);

missd vektorissa kanava on estimoidut kanavan kertoimet ja corrupt  on vaéris-
tynyt signaali. Kuuntele alkuperdinen, vaaristynyt sekd ekvalisoitu signaali. Tulosta
ruudulle kanavan impulssivaste ja taajuusvaste sekd toiseen ikkunaan ekvalisointi-
suotimen taajuusvaste (freqz(1,kanava) )

4Tama onnistuu vain, jos kanavan H(z) kaikki nollat ovat yksikkdympyrén sisapuolella. Taima siksi, ettd
ne muuttuvat kddnteissuotimen 1/H(z) navoiksi. Tdllaisen suotimen sanotaan olevan minimivaiheinen. Ta-
man tehtdvan kanava valittiin tarkoituksella minimivaiheiseksi.
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4.10.

4.11.

4.12.

(Matlab) Ekvalisointi 1. Toinen vaihtoehto ekvalisoinnille on estimoida adaptiivisel-
la jarjestelmélld suoraan kanavan kddnteissuodinta (edelldhdn estimoitiin kanava
ja laskettiin sen kdanteissuodin). Talldin siis pyritddn etsiméddn se FIR-suodin, joka
muuntaa signaalin corrupt.wav  signaaliksi handel . Ongelmaksi muodostuu se,
ettd teoriassa kdanteissuodin on IIR-suodin, ja sitd estimoidaan FIR-suotimella. Et-
si adaptiivisella menettelylld paras tillainen FIR-suodin ja tulosta ruudulle kanavan
impulssivaste. Vertaa tulosta edellisen tehtdvan ekvalisointisuotimen taajuusvastee-
seen. Nyt kannattaa valita pidempi suodin, luokkaa 30 — 40 néytetta.

Amplitudivasteesta ei tule tdlla menettelylld tarkalleen oikeaa kdanteiskanavaa, mut-
ta toisaalta tulos ei ole myoskddn epéstabiili. Edellisen tehtdvan ongelmana on oletus
kanavan minimivaiheisuudesta, mika ei useimmiten pidd paikkaansa.

(Matlab) Ennustus. Lataa Matlabin testisignaali handel ja erota sen alusta 10000:n
ndytteen mittainen patka: y=y(1:10000);  .Tee tuloksesta kaksi uutta versiota: koh-
designaali X, jonka alussa on nolla ja referenssisignaali s, jonka lopussa on nolla
x=[0,y’7; s=ly’,0]; ). Ajettaessa LMS:dd ndilld signaaleilla algoritmi mini-
moi suodatustuloksen ja referenssisignaalin erotusta. Koska kohdesignaali on viivés-
tetty versio referenssisignaalista, algoritmi yrittdd kdytdnnossd ennustaa seuraavaa
arvoa aikaisemmista arvoista. Aseta kertoimien méadrdksi N = 11 ja ala kasvattaa
parametrin p arvoa arvosta p = 0.01 alkaen kunnes tulos karkaa késistd. Tulosta
ennustusvirhe ja tutki kuinka hyvin ennustus onnistui.

Kappaleen 4.7.1 esimerkin viimeisessd kuvaajassa on adaptiivisen suotimen ulostu-
lo y(n). Tarkkaan katsottuna kuvaajassa ndkyy pienempi huippu myos taajuudella
0.15. Miten tdimd on mahdollista, kun suotimen herite sisdltdd ainoastaan taajuutta
0.05?



Luku 5
Oppivat jarjestelmat

Kappaleessa 4 tutustuttiin jdrjestelmiin, jotka mukautuvat ulkoisiin olosuhteisiin ja op-
pivat suodatustehtdvan parametrit tilanteen mukaan. Tama menetelmd voidaan yleistaa
ns. oppiviin jirjestelmiin, joille opetetaan laskennallinen ongelma esimerkkien avulla. Yk-
si merkittdvd osa tdhdn luokkaan kuuluvia jarjestelmid ovat ns. luokittelijat, joiden taytyy
esimerkkien perusteella oppia luokittelemaan moniulotteinen data (x;,xz,...,xn € R™)
darelliseen maaraan luokkia: yi,yz,...,yn € {1,2,...,M}.

Oppivien jdrjestelmien sovelluskohteisiin signaalinkésittelyssd kuuluvat mm. tekstin-
tunnistus ja puheentunnistus. Ndiden lisdksi menetelmid kdytetddn esimerkiksi hakuko-
neissa, ladketieteellisessd diagnostiikassa sekd mm. sahkopostisuodattimissa. Kaikille néil-
le jarjestelmille on yhteistd, ettd ne oppivat luokittelun esimerkkien avulla: esimerkiksi
tekstintunnistuksessa luokittelijalle ndytetdan kustakin kirjaimesta satoja tai tuhansia esi-
merkkejd, joiden perusteella opetusalgoritmi valitsee luokittelijalle sopivat parametrit. Esi-
merkiksi kdsinkirjoitettujen merkkien tunnistuksessa yleisesti kdaytetty MNIST-tietokanta
koostuu yhteensa noin 70000 kasinkirjoitettua kirjainta esittdvasta bittikartasta.

Yleisesti kdytettyihin luokittelumenetelmiin kuuluvat mm. Fisherin lineaarinen erottelija,
tukivektorikone seka hermoverkko. Menetelmid tarkastellaan jatkossa esimerkin avulla, jossa
alla olevan kuvan mukaisten kaksiulotteisten joukkojen (punaiset ristit ja vihredt ympy-
rat) avulla pitdisi oppia paattelysaantd uusien ndytteiden luokittelemiseksi (kuten kuvan
musta pallo).

Kumpaan luokkaan

6r tama nayte kuuluu? q
+ +
+ + +

—2F

-4t

1 1 1 1
-5 0 5 10

Ensindkemdltd ongelma saattaa vaikuttaa helpolta, koska tdssd kaksiulotteisessa ta-
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pauksessa kuka tahansa osaa piirtdd kohtuullisen hyvén rajan joukkojen vilille. Ongel-
masta tulee kuitenkin haasteellisempi kun joukkojen dimensio kasvaa ja ne menevét osin
paallekkdin. Esimerkiksi edelld mainitun MNIST-tietokannan ndytteet ovat 20 x 20 pikselin
kokoisia kuvia, joten avaruus on 400-ulotteinen.

Tarkeitd kasitteitd luokittelussa sekd yleensdkin koneoppimisessa ovat opetusjoukko ja
testijoukko. Opetusjoukkoa kdytetdan nimensd mukaisesti jarjestelman opetuksessa, mutta
lopputuloksen toimivuutta arvioidaan erillisen testijoukon avulla. Todellisessa tilanteessa-
han luokittelija luokittelee enimmaékseen opetusjoukkoon kuulumattomia néytteitd, joten
opetusjoukon luokitteluvirhe ei ole luotettava mittari. Esimerkiksi edelld mainittu MNIST-
tietokannan 70000 merkkid on jaettu 60000:n opetusmerkkiin ja 10000:n testikuvaan.

5.1 Lahimman naapurin luokittelija

Yksinkertainen ja helposti toteutettava ratkaisu luokitteluongelmaan on niin sanottu 1a-
himmaén naapurin luokittelija (engl. Nearest Neighbor Classifier; NN-classifier). Nimensa
mukaisesti menetelma etsii opetusaineistosta samankaltaisimman naytteen ja valitsee luo-
kiteltavan pisteen luokan sen perusteella. Yleisempi versio tdstd varsin intuitiivisesta luo-
kittelijasta on ns. k-NN-luokittelija, joka etsii opetusdatasta k samankaltaisinta nédytetta ja
valitsee ndiden joukosta yleisimmaén luokan.

Menetelma ei siis vaadi erillistd opetusvaihetta, vaan se muistaa koko opetusmateri-
aalin sellaisenaan. Tdama on myods menetelmén suurin ongelma: uuden néaytteen luokkaa
paateltdessd taytyy koko aineisto kdyda ldpi ja etsid sieltd lahimpé&né olevat. Liséksi ko-
ko aineiston tdytyy olla muistissa, mika voi tulla ongelmaksi suurilla aineistoilla. Pienille
opetusdatan madrille k-NN sen sijaan toimii yleensd yhtd hyvin kuin mikd tahansa muu-
kin luokittelija, ja onkin usein kdytetty helpohkoissa luokitteluongelmissa, joissa luokat
erottuvat toisistaan selvisti.

Alla olevassa kuvassa on piirretty k-NN-luokittelijan luokkarajat aiemmin esilla olleen
kahden luokan testidatan tapauksessa. Vasemmanpuoleisessa kuvassa on 1-NN-luokitteli-
jan tulos ja oikeanpuoleisessa 9-NN-luokittelijan tulos. Kuvasta ndhdéén, ettd suuremmilla
parametrin k arvoilla menetelmasta tulee epdherkempi yksittdisille poikkeaville nédytteille.
Oikeanpuoleisessa kuvassa oikeanpuolimmaiset vihredt ympyrét eivat vaikuta luokkara-
jaan yhtd paljon, koska ne ovat melko irrallisia muista nédytteistd ja ndin ollen sattuman
tulosta.
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Jos luokat ovat enemmain paillekkdin, tulee 1-NN-luokittelijan luokkarajasta melko
rikkonainen. Alla on esimerkki téllaisesta tilanteesta. Vasemmalla olevassa 1-NN-luokitteli-
jan tuloksessa jokainen ndytepiste vaikuttaa lopputulokseen, ja luokkaraja koostuu mones-
ta irrallisesta osasta. Oikealla olevassa 9-NN-luokittelijan kuvassa luokkaraja on yhtendi-
nen ja luultavasti paremmin toimiva.

-2

-4t

Seuraavaksi tutustutaan monimutkaisempiin luokittelijoihin, joiden esitysmuoto on k-
NN-luokittelijaa kompaktimpi. Kompakti esitys voi olla esimerkiksi funktio f(x), jonka
arvo (esim. positiivinen vai negatiivinen) maaraa ndytteen x luokan. Talloin luokan valinta
on nopeampaa, mutta hyvan funktion f paattely vie enemman aikaa. Tdma on yleensa
toivottu toimintatapa, koska opetusvaihe ei ole reaaliaikainen eikd opetuksen kesto ole
niin kriittinen tekija kuin itse luokittelun.

5.2 Lineaarinen erottelija

Fisherin lineaarinen erottelija eli lineaarinen diskriminantti (Linear Discriminant Analysis;
LDA) on julkaistu jo vuonna 1936, mutta on edelleen yleisesti kdytetty ratkaisu pddasiassa
yksinkertaisuutensa vuoksi. Perusideana on ratkaista se suora, jolle projisoitu moniulot-
teinen data maksimoi luokkien vélisen varianssin (eli vie luokat mahdollisimman kauas
toisistaan).

Ensimmadinen mieleen tuleva ratkaisu on vetda raja suunnilleen joukkojen puolivaliin.
Kaksiulotteiselle datalle tima voidaan méaarittid kdsinkin, mutta esim. sataulotteiselle da-
talle tarvitaan automaattinen menetelma rajan (eli ns. paatdospinnan) maaraamiseksi.

Yksinkertaisin ratkaisu on piirtdd jana joukkojen massakeskipisteiden vilille, ja vetdd
(ortogonaalinen) pédatdspinta niiden puolivéliin. Tama ratkaisu on esitetty alla olevassa
kuvassa.
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T
Vaarin
luokittuvia

pisteita

P.éiéitijspinta—/_>

Tuloksesta ndhddan, ettd ratkaisu ei ole paras mahdollinen, jos luokat ovat vahankaan
limittdin. Nyt nimittdin vaadria paatoksiad jaa valittiinpa rajan sijainti miten hyvénsa, jos
suunta on kuvan mukainen.

Parempi ratkaisu olisi suora, jolle projisoitaessa pistejoukot tulevat toisistaan erillisiksi
yksiulotteisiksi joukoiksi. Esimerkiksi alla olevassa kuvassa on edelld olleet kaksi pistepar-
vea projisoitu erdélle tillaiselle suoralle.!

12

Kuvion perusteella havaitaan, ettei erottelun kannalta ole vilid missd suora sijaitsee, ai-
noastaan sen suunnalla on merkitystd. Tdman vuoksi riittdd tarkastella pelkédstdadn suoran
suunnan madrdvaa vektoria w. Pisteen x projektio vektorille w méaritelldan kaavalla

W - X

projw(x)

= —W.
lw?

Projisoidun pisteen sijainti suoralla médardaytyy pistetulon w - x perusteella, joten yksinker-
taisuuden vuoksi riittda tarkastella pelkdstadn sitd. Suureen w - x jakauma on esitetty alla
olevassa kuvassa.

Muistin virkistdmiseksi: pisteen projektio kuvaa sen lahimmaksi suoralla olevaksi pisteeksi.
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Lukuméaara

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Nayttdisi siis, ettd kdytetty suora on hyva valinta, ja esimerkiksi seuraava yksinkertai-
nen algoritmi vaikuttaisi olevan hyva luokittelija kyseiselle datalle:

Pisteen x luokka = vihred ympyrd, jos  w-x > —7.5,
punainenristi, jos =~ w-x < —7.5.

Kuinka vektori w sitten valitaan? Tdssd yksinkertaisessa tapauksessa se onnistuu k-
sinkin, mutta 100-ulotteisten osin pdillekkdin olevien luokkien tapauksessa automaatti-
nen menetelméd on tarpeen. Fisher muotoili kysymyksen optimointiongelman muotoon:
mikd on se vektori w, jolle projisoitaessa luokkien vélinen varianssi maksimoituu suhtees-
sa luokkien sisdiseen varianssiin. Kyseinen vektori saadaan ratkaistua kirjoittamalla Fis-
herin méadritelmdn mukaiset lausekkeet auki ja sieventdmallad tulos. Melko suoraviivaisen
matriisilaskennan avulla voidaan osoittaa ettd timé suure saa muodon?

luokkien vilinen varianssi — w'(u; — ) (1 — 1) 'w

J(w)

luokkien sisdinen varianssi wi(C +C)w

missd W, ja u, ovat luokkien keskipisteet ja C; ja C, niiden otoskovarianssimatriisit. Etsi-
malla gradientin nollakohta voidaan osoittaa, ettd timén lausekkeen maksimoiva vektori
won

w=(C +C) (1 — my).

Edelld olleen esimerkin tapauksessa kovarianssimatriiseilla ja keskipisteilld on seuraa-
vat arvot

C, — 2.4775 1.3271 C — 2.2666 1.7515 ~(—0.9330 (63992
P \03271 1a239)0 2T \1sis 2e57)0 P T\ oevo2 )0 H2 T (17508
jolloin w = [—3.4077,2.8695]", joka on aiemmassa kuvassa olleen projektiosuoran suunta-
vektori. Huomaa, ettd kaikki samansuuntaiset (ja vastakkaissuuntaiset) vektorit kelpaavat

yhta lailla. Usein onkin tapana normalisoida vektori ykkosen mittaiseksi: w’ = w/|[w]|.

Néin saadun luokittelijan ohjelmallinen toteutus on darimmaisen yksinkertainen. Uu-
den néytteen x = (x(1),x(2)) luokka paatelladn laskemalla pistetulo

x-w=—3.4077x(1) + 2.8695x(2)

ja vertaamalla tulosta kynnysarvoon c (esim. edelld ollut raja ¢ = —7.5). Todellisessa ti-
lanteessa kynnyksen valinta "kuvasta katsomalla"on liian epatarkkaa, joten tdhankin tar-
vitaan automaattinen menetelma. Paras tapa on valita c niin, ettd vadrin menneiden ope-
tusndytteiden osuus on mahdollisimman pieni (esimerkin tapauksessa kaikki kynnykset

ZHuomaa, ettd kaavassa kéytetddn pistetulon kanssa yhtapitdvad matriisituloa w - x = w'x.
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valiltd ¢ € [-8.9267,—5.6639] tuottavat nollavirheen, joten ne kaikki kelpaisivat). Yksin-
kertaisempi tapa on valita kynnys joukkojen keskipisteiden puolivalista (ks. harjoitus 5.3),
jolloin saadaan arvo ¢ = —5.7984.

T&lla kynnysarvolla saatava pddtospinta on alla olevassa kuvassa. Kuvasta ndhddan
menetelmén jakavan opetusjoukot kahtia tdysin oikein.

8F

Projektiosuora
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Paatospinnan ldhelld on kuitenkin nyt kaksi vihreda pistettd, jotka luokittuvat juuri ja
juuri oikein. Tdtd ratkaisua turvallisemmalta tuntuisikin valinta, jossa marginaali padtos-
pinnan molemmin puolin olisi mahdollisimman suuri. Tdhdn ajatukseen perustuvat tuki-
vektorikoneet, joita kasitellddn seuraavaksi.

5.3 Tukivektorikoneet

Tukivektorikone (engl. support vector machine (SVM)) kehitettiin alunperin 1960-luvulla Mos-
kovassa®, mutta laajempi suosio syntyi vasta 1990-luvun lopulla tehokkaiden laskentame-
netelmien sekd kehittyneemman teorian myotd. Menetelmédn ideana on valita se paatos-
pinta, joka maksimoi luokkien viliin jadvan marginaalin (eli on mahdollisimman keskelld
pisteparvien vilissd). Esimerkiksi ylld ollut LDA:n paitdspinta on piirretty luokkien kes-
kipisteiden puoliviliin, mutta se sattuu olemaan ldhempéna vihreitd ympyréita kuin pu-
naisia ristejd. SVM piirtdd paatospinnan niin, ettd etdisyys molempien luokkien ldhimpiin
alkioihin on mahdollisimman suuri.

Tukivektoreiden ja paatdospinnan ratkaisu on varsin matemaattinen ja tulee vastaan
myohemmilld kursseilla. SVM:std on kuitenkin useita toteutuksia, joita voi kayttaad vaik-
ka algoritmin toiminta ei olisikaan tdysin selvd*. Optimiratkaisu on kuvattu alla olevassa
kuvassa. Kuvan sininen katkoviiva kuvaa LDA:n pédatospintaa ja musta yhtendinen viiva
SVM:n paitospintaa, joka lepdd ns. tukivektoreiden varassa. Kaikkiin kolmeen tukivektoriin
on nyt sama etdisyys (eli marginaali) ja tukivektorit on merkitty mustilla nelicilla.

3V. Vapnik ja A. Lerner, "Pattern recognition using generalized portrait method," Automation and Remote
Control, 1963.
4Suosittuja toteutuksia ovat mm. LibSVM sekd Matlabin Bioinformatics-toolboxin toteutus.
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LDA-paatospinta

Tukivektorit
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Tukivektorikoneet siis maksimoivat pdatospinnan ymparille jadvan marginaalin ja va-
litsevat tukivektorit sen mukaan. Tdma ominaisuus ei paddse tdysin oikeuksiinsa lineaari-
sen padtdspinnan tapauksessa, koska LDA:n pddtospinta on usein melko ldhelld SVM:n
pintaa. Marginaalin maksimointi kuitenkin korostuu kun data on korkeampiulotteista, ja
marginaalit tyypillisesti suuremmat.

Tdhan havaintoon perustuu SVM:n suosio ns. kernelitempun (engl. kernel trick) yhteydes-
sé, joka esiteltiin jo vuonna 1964 kiytettdviaksi LDA:n kanssa.’ Se ei kuitenkaan saavutta-
nut merkittdvaad suosiota, koska se ei toimi LDA:n kanssa erityisen hyvin. Kernelitempun
idea on kuvata data korkeampiulotteiseen avaruuteen ns. kernelin eli ytimen avulla. Yti-
meksi sopii miké tahansa tietyt ehdot toteuttava funktio, ja tarkoituksena on ettd data olisi
luokiteltavissa korkeammassa ulottuvuudessa lineaarisen paatospinnan avulla. Ratkaisua
kutsutaan tempuksi sen vuoksi, ettd sen toteuttamiseksi dataa ei tarvitse eksplisiittisesti
siirtdad korkeampaan ulottuvuuteen, vaan riittdd pelkadstdaan korvata kaikki algoritmin pis-
tetulot sopivalla funktiolla. Menetelm&a voidaan ndin ollen kédyttaa kaikilla menetelmilld,
jotka perustuvat vektoreiden pistetuloon (kuten mm. LDA ja SVM).

Ytimia ja sitd kautta erilaisia kuvauksia on olemassa lukuisia. Yksinkertaisimmat yti-
met ovat ns. polynomiytimid, jotka muodostetaan nostamalla pistetulo johonkin kokonais-
lukupotenssiin. Esimerkiksi toisen asteen polynomiydin vastaa normaalin pistetulon kor-
vaamista sen toisella potenssilla:

k(xi, %) = (xi - %;)°.

Esimerkin tapauksessa data oli kaksiulotteista, joten vektoreiden x; = (xi(1),x;(2)) ja
x; = (xj(1),xj(2)) pistetulo méaéritelldan kaavalla

Xi X5 = Xi(1)Xj(1) + Xi(Z)Xj(Z).

5M. Aizerman, E. Braverman, and L. Rozonoer, "Theoretical foundations of the potential function method
in pattern recognition learning". Automation and Remote Control, 1964.
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Pistetulon toinen potenssi on ndin ollen lauseke

k(xi, %) = [x(1)x(1) +x(2)x; 2}

(
(

1 (2)
= [x(1)x(1) +x(2)%(2)] - [x:(1)x;(1) + x:(2)%(2)]
= (1 (1) +x(2)x(2) + 2x:(1)x (Hx-(Z)xj(Z)
= ()f() (Z)xf(z) fxl i(2)) - (V2x5(1)%(2))
= (x(1),%(2), V2xi(1)x(2))" - (3(1 ,xj(z),xfzxjmx(zw

Kernelitempun idea on siis hoksata, ettd timékin lauseke on erds pistetulo kolmiulotteises-
sa avaruudessa. Kuten viimeisestd lausekkeesta ndhdaén, niin samaan tulokseen pédastaan
kuvaamalla alkuperdinen 2-ulotteinen vektori x = (x(1),x(2)) kolmiulotteiseen avaruu-

teen kuvauksella
x(1)?

"(”) — x(2?2 . (5.1)
<"(2) (ﬁxmxm

Johtopddtoksend voidaan siis todeta, ettd pistetulojen nostaminen toiseen potenssiin
vastaa normaalia SVM:d4 kolmiulotteisessa tapauksessa, jossa ndytteet on saatu kaavalla
5.1. Alla oleva kuva esittdd luokittelun tulosta.

. . . .
-5 0 5 10

Edellisessa tapauksessa sama luokittelija olisi voitu toteuttaa ilman kernelitemppua-
kin, yksinkertaisesti suunnittelemalla kolmiulotteinen SVM-luokittelija kuvauksen 5.1 jal-
keiselle datalle. Eksplisiittinen kuvaus korkeampaan dimensioon ei kuitenkaan ole mah-
dollista, jos dimensio on kovin suuri. Téllainen tilanne syntyy esimerkiksi kdytettdessa
epdahomogeenista polynomiydinta

k(xi,X;) = (x¢ - x5+ 1)d»

joka tuo mukaan kaikki enintddn astetta d olevat monomit. Kuvaus 5.1 muuttuisi tdssa
tapauksessa muotoon

x(1)?
x(2)?
x(1) V2x(1)x(2)
(xm) = v 6-2)
(2)
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Jos nyt esimerkiksi alkuperdinen data olisikin viisiulotteista ja esim. d = 8, suoraan ku-
vaukseen tulisi kymmenid termejd ja kernelitemppu alkaa vaikuttaa entistd houkuttele-
vammalta.

Adrimmaisend esimerkkini kernelitempun mahdollisuuksista on yleisesti kidytetty ns.
RBF-ydin (radial basis function), joka vastaa kuvausta diretonulotteiseen avaruuteen. RBF-
ydin korvaa vektoreiden pistetulon x; - x; funktiolla

k(xi, %;) = exp(—ylxi — xlI*),

missd parametri y > 0. Voidaan osoittaa, ettd tima temppu vastaa lineaarisen paatdspin-
nan hakua ddretonulotteisessa avaruudessa. Alla olevassa kuvassa on esimerkki paatos-
pinnasta RBF-ydintd kdytettdessd tapauksessay = 1.

1 1 1 1
-5 0 5 10

Vaikka edelld oletettiinkin, ettd luokat ovat eroteltavissa toisistaan lineaarisella paatos-
pinnalla (jotta marginaali olisi ylipddtaan olemassa), ei kdytdnnossd ndin useinkaan ole.
Taméan vuoksi SVM-algoritmi on yleistetty my®0s tilanteisiin joissa joukot menevét paal-
lekkdin, ja kaikki jarkevat toteutukset tukevat tata.

SVM on saavuttanut huomattavan suosion, mika johtuu ensisijaisesti sen tavasta mak-
simoida luokittelumarginaali. Tdma nimittdin helpottaa opetusta ja saa luokittelijan toimi-
maan hyvin jo pienilldkin opetusjoukoilla. Muilla luokittelijoilla on nimittdin vaarana ns.
ylioppiminen, josta on esimerkki hermoverkkojen yhteydessa. Yleisen kasityksen mukaan
SVM ei ole yhtd herkkd opetusjoukon koolle kuin muut luokittelijat.

5.4 Hermoverkot

Hermoverkot perustuvat suurelta osiin samaan teoriaan kuin adaptiiviset suotimetkin: nii-
den parametrit lasketaan LMS-algoritmin yleistetylld versiolla ja ne oppivat ratkaisemaan
ongelmia annettujen esimerkkien perusteella.

Hermoverkkojen taustalla on nimen mukaisesti aivojen toiminnan mallintaminen. Ai-
vot koostuvat suuresta maarasta toisiinsa yhteydessé olevia neuroneja. Myos keinotekoiset
hermoverkot koostuvat suuresta maarastd yksinkertaisia laskentayksikoitd, jotka valitta-
vt toisilleen tietoa. Hermoverkkojen tutkimus alkoi 1950-luvulla, jolloin tietokoneita alet-
tiin kadyttdd aivojen toiminnan mallintamiseen. Vuonna 1958 esiteltiin perseptronin (engl.
perceptron) késite, joka oli malli yksittdiselle hermosolulle. Mallin yksinkertaisuus raja-
si kuitenkin sen mahdollisuuksia, eikd tutkimus olennaisesti edennyt ennen vuonna 1974
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esiteltyd backpropagation-opetusalgoritmia, jonka avulla verkoksi yhdistettyjen perseptro-
nien opetus tuli mahdolliseksi.

x (1)

O
O

—y(

X (2)

—>y(@

X (3)

Y1l on kuva keinotekoisesta hermoverkosta. Hermoverkko koostuu kerroksista (layer),
joiden jokaisesta neuronista on yhteys jokaiseen seuraavan kerroksen neuroniin. Jokainen
neuroni suorittaa parametriensa madradman laskentaoperaation ja vilittdd saamansa tie-
don eteenpdin seuraavalle kerrokselle.

Kuvassa vasemmalla on heritekerros (input layer), jonka solmut vain vélittavat lukuar-
vot x(1),x(2),...,x(M) hermoverkon ensimmadiselle kerrokselle. Ensimmadisen, toisen ja
kolmannen (piilokerros, hidden layer) kerroksen solmut suorittavat erditd laskuoperaatioi-
ta ndille luvuille ja vélittdvat saamansa lukuarvot edelleen, kunnes ne lopulta saapuvat
ulostulokerrokselle (output layer) oikealla.

Neuronin rakenne on kuvattu alla. Kuviosta havaitaan, ettd rakenne on itse asiassa tut-
tu FIR-suotimesta: herdtearvot x;,x,, ..., X, kerrotaan painoilla wy,w,,...,wy,, ja saadut
tulos summataan yhteen. Erona FIR-suotimeen on summauksen jalkeen tuleva epilineaa-
rinen aktivaatiofunktio, joka simuloi luonnossa neuronien vélittimaa aktivaatiota (yksin-
kertaistettuna hermosolu vilittdd muille tiedon onko se aktivoitunut vai ei). Lisdksi sum-
mauksessa on aina mukana vakiotermi wy.

W

W, Aktivaatio—|
funktio

W,

Yksittdisen neuronin toimintaa voidaan siis kuvata kaavalla

Y =1 (Wo + ZWka> y

k=1
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missd P (-) on aktivaatiofunktio.
Useimmiten aktivaatiofunktiona kdytetddn jotain S-kirjaimen muotoista, ns. sigmoidi-
funktiota. Téllainen funktio on esimerkiksi hyperbolinen tangentti

ex+ex
ja logistinen funktio:
1
P = e

missd parametri a mddrdd kuinka jyrkasti funktio nousee origon ldhelld. Jatkossa keski-
tymme ndistd funktioista jalkimmaiseen. Logistisen funktion kuva kolmella eri kertoimen
a arvolla on alla.

Kertoimen a kasvaessa funktio ldhestyy jatkuvaa askelfunktiota

0, kun x < 0,
u(x) =
1, kun x > 0.

Nain ollen aktivaatiofunktio paattaa aktivoituuko neuroni vai ei, eli onko neuroniin tule-
vien drsykkeiden maara riittavan suuri. Toisin sanoen, toteuttaako herétteiden painotettu
summa ehdon:

m
E Wi Xk > —Wp.
k=1

Tama tulkinta tulee erityisen hyvin selville darimmadisessd tapauksessa a — oo, jossa
aktivaatiofunktiosta tulee askelfunktio ja neuronin toiminta saa yksinkertaisen muodon:

y 0, kun Y ", wixy < —wy,
k pu—
T, kun >\, wixi > —wy.

Neuroni siis aktivoituu, jos sithen kohdistuu riittavasti drsykkeitd edellisen tason neu-
roneilta. Edelleen, kukin neuroni valittda tiedon aktivoitumisestaan seuraavan tason neu-
roneille ja vaikuttaa omalta osaltaan niiden aktivoitumiseen.

Koska hermoverkko koostuu suuresta maarasta yksinkertaisia laskentayksikoitd, on
hermoverkon parametrien médard yleensd hyvin suuri. Jos hermoverkossa on esimerkiksi
kolme piilokerrosta (kuten sivun 74 kuvassa), ja eri kerroksilla on solmuja 100, 100, 100 ja
30 kappaletta, saadaan parametrien kokonaismaaraksi huikeat 101-100+101-1004-101-30 =
23230 kerrointa. Téllaista kerroinméadrada varten tarvitaan luonnollisesti automaattinen las-
kentamenetelma.



76 SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

Yleisimmin kéytetty painojen laskentamenetelma on englanninkieliseltd nimeltaan back-
propagation algorithm, josta kdytetddn joskus suomenkielistd kddnnosta takaisinlevitysmene-
telmd. Menetelmdn juuret ovat LMS-algoritmissa, ja tdssdkin tapauksessa virhefunktion
minimi haetaan korjaamalla painoja gradientin minimin suuntaan.

Hermoverkkojen opetus on erillinen prosessi, joka tapahtuu ennen kuin verkkoa ale-
taan kdyttdd tuotantokdytossa. Tdllaisesta opetuksesta kdytetaan nimitysta off-line -oppimi-
nen vastakohtana esimerkiksi LMS-algoritmin on-line -oppimiseen, missa painot muuttuvat
suodatuksen mittaan. Yleensd off-line -oppimiseen kéytetddn runsaasti aikaa; tavallinen
hermoverkon opetus voi viedd tunteja tai jopa vuorokausia prosessoriaikaa. Opetukseen
kuluva aika ei kuitenkaan ole ongelma: jarjestelmdn muuhun kehitystychon verrattuna
aika on hadvidvan pieni, ja opetus voidaan tehda esimerkiksi yolla tai viikonloppuna.

Aiemmin esilld olleen kaksiulotteisen datan luokittelu voidaan tehdd alla olevan ku-
van mukaisella verkolla. Herdtteenddn verkko saa kaksi lukua, koordinaatit x; ja x;, jot-
ka syotetddan keskelld olevalle piilokerrokselle. Ndiden solmujen laskennan tulokset syo-
tetddn edelleen ulostulokerroksen kahdelle solmulle, jotka kertovat kumpaan luokkaan
ndyte kuuluu: tavoitteena on nyt opettaa verkko niin, ettd luokan 1 ndytteen tapauksessa
y(1) > y(2) ja luokan 2 tapauksessa y(2) > y(1).°

x(1) O y(1)
x(2) O ©—> y(

Opetusta varten tarvitaan opetusjoukko, jossa on valmiiksi luokiteltuja esimerkkeja. Edel-
lisen esimerkin tapauksessa verkolle nédytetddn kaksiulotteisia naytteitd ja sen ulostuloa
verrataan haluttuihin ulostuloarvoihin. Esimerkiksi vihredn tdhden tapauksessa halutut
ulostulot voisivat olla

d(1) = 0.9

d(2) = 0.1
ja punaisen ristin tapauksessa

d(1) = 0.1

d(2) = 0.9.

Halutuksi ulostuloksi ei kannata valita vektoria (1,0), koska sigmoidi saavuttaa da-
riarvot 0 ja T vasta kun summa on Foco. Kdytdnnossa tdma ilmenisi siten, ettei verkko

®Toinen vaihtoehto verkon rakenteeksi olisi kdyttdd vain yhtd ulostulosolmua, jonka arvo olisi suuri luo-
kan 2 ndytteille ja pieni luokan 1 néytteille. Esimerkin kahden ulostulossolmun rakenne toimii kuitenkin
my6s kun luokkia on enemman kuin kaksi.
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oppisi luokittelua kunnolla. Halutun ulostulon d(n) médadrdamisen jilkeen voidaan las-
kea verkon virhe jokaiselle opetusjoukon néytettd vastaavalle ulostulolle y(n) kaavalla
e(n) = d(n) —y(n), kaikillen = 1,2, ..., K. Itse virhefunktio on tavallisesti puolet virhe-
vektorin nelidsummasta: £ = % Z,E:] e’(n).

Virhefunktio £ riippuu jokaisesta verkon painosta, ja on mahdollista johtaa kaavat
funktion osittaisderivaatoille kunkin painon suhteen:

o€
6ij’

missd wy tarkoittaa kerroksen j painoa k. 7.

Kun virhe on laskettu, voidaan verkon kaikkia painoja pdivittdd negatiivisen gradien-
tin suuntaan (eli sinne mihin virhe pienenee). Pdivitys tehddadn oikealta vasemmalle, eli 14-
hempéna ulostuloa olevat painot péivitetdan ensin taso kerrallaan. Myohdisempien taso-
jen painokertoimet vaikuttavat nimittdin aikaisempien tasojen osittaisderivaattoihin, joten
pdivityksen tdytyy alkaa ulostulon suunnasta.

Painojen pdivitys voidaan tehda jokaisen esimerkin esittamisen jdlkeen tai vasta kun
kaikki opetusjoukossa olevat ndytteet on ajettu verkon lapi. Hermoverkon opetuksen tu-
los riippuu ndytteiden esitysjdrjestyksestd, joka on useimmissa toteutuksissa satunnainen.
Ndin ollen kahta samanlaista hermoverkkoa ei kdytdnnossd voi saada perdkkaiisilla ope-
tuskerroilla. Tdma tulee hyvin ilmi alla olevista kolmella perdkkaiselld opetuskerralla saa-
tavista paatospinnoista aiemmin esilld olleessa kaksiulotteisessa tapauksessa. Esimerkin
tapauksessa piilokerroksella on 10 solmua.

Edelld olleet menetelmét muodostivat varsin erilaisia paatospintoja. Yksinkertaisim-
millaan paatospinta on suora ja monimutkaisimmillaan se voi mutkitella hyvinkin paljon.
Mitd monimutkaisempi luokittelija on, sitd monimutkaisempia alueita se kykenee erotte-
lemaan toisistaan. Talloin on kuitenkin pidettdva mielessd ylioppimisen vaara.

Alla oleva esimerkki havainnollistaa ylioppimista. Tdssd tapauksessa luokat ovat l4-
hempina toisiaan ja menevit osin pdillekkdin. Vasemmalla on LDA-luokittelijan pdatos-
pinta ja oikealla on hermoverkon paatospinta. Hermoverkko on tdssé tapauksessa valittu
tarkoituksella melko monimutkaiseksi, eli siind on kaksi kahdenkymmenen solmun pii-
lokerrosta perdkkdin. Kuvista ndhdaén, ettd hermoverkko oppii luokittelemaan opetus-
joukon tdydellisesti: monimutkainen paatospinta jakaa kaikki vihreit ja punaiset néytteet
omille puolilleen.

"Kaavat 16ytyvit esimerkiksi kirjasta: Haykin, Simon: Neural networks: a comprehensive foundation, Prentice
Hall, 1999.
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Suora padtospinta toimii kuitenkin uudelle datalle tdssd tapauksessa paremmin kuin
hermoverkon monimutkaisempi kdyrd. Pdatospinta tekee koukkaukset muutaman sattu-
malta mukaan tulleen poikkeuksellisen ndytteen vuoksi, joita tuskin kannattaisi ottaa huo-
mioon; seuraavassa ndytteessd nditd ndytteitd tuskin on ainakaan samoilla kohdilla.

5.5 Esimerkki: merkkien luokittelu

Tarkastellaan hermoverkon opetusta esimerkkitapauksessa, jossa hermoverkko tunnistaa
bittikarttamuodossa olevia kirjaimia ja numeroita. Verkon rakenne tdssd tapauksessa voi
olla esimerkiksi alla olevan kuvan mukainen.

x(1)
— >y

X (2)

x(3)

—>y(#

X (100)

Kuvassa verkon heritteiden lukumaaraksi on valittu 100, mika vaatii kaikkien luokitel-
tavien kirjainten skaalaamisen 10 x 10-kokoon. Mika tahansa muukin mé&éra on mahdol-
linen, mutta hyvin suuri herdtteiden maara tuottaa jo laskennallisiakin ongelmia. Verkolla
on 34 ulostuloa, mika vastaa englannin kielen kirjainten ja numeroiden lukumaééaraa ("1’ ja
'T" sekd ’0” ja ‘O’ tulkitaan samoiksi luokiksi).

Ulostulon lukuarvot voidaan tulkita varmuudeksi siitd kuuluuko kirjain luokkaan 1,
2,3,...,34. Jos esimerkiksi y(1) on suuri ja muut ulostulot pienid, tarkoittaa tima merkin
olevan ’0’. Ulostulo y(2) vastaa merkkid “1’, y(11) vastaa merkkid "A’, y(12) merkkid ‘B’ ja
y(34)’ merkkia 'Z’.

Opetusjoukon lisdksi on hyva olla pienempi testijoukko, jonka avulla hermoverkon te-
hokkuutta arvioidaan. Testijoukko koostuu samanlaisista ndytteistd kuin opetusjoukko-
kin, ja kdytdnnossd se saadaan jakamalla opetusjoukko satunnaisesti kahtia esimerkiksi
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suhteessa 1:9. Opetuksen edetessa testijoukkokin luokitellaan sadannollisin valiajoin sen-
hetkiselld hermoverkolla. Luokittelutuloksen virhe lasketaan ja ndin saadaan arvio siitd,
kuinka hyvin verkko osaa luokitella sellaiset ndytteet, joita ei ole kdytetty opetuksessa.
Téllaisessa tilanteessahan verkkoa tullaan todellisuudessa kdyttamaan.

Testijoukkoa kdyttamalld voidaan vélttda hermoverkon ylioppiminen, joka ilmenee eri-
tyisesti pienilld opetusjoukoilla. Talloin nimittdin hermoverkko alkaa oppia opetusjoukon
epdolennnaisia piirteitd, joita ei ole joukon ulkopuolisilla ndytteilld. Alla olevassa kuvassa
on tyypillinen virhekdyra ylioppimistapauksessa. Tdssd esimerkissd hermoverkko opetet-
tiin luokittelemaan 10 x 10 pikselin kokoisia bittikarttoja kirjaimiksi. Opetusjoukossa oli
250 ja testijoukossa 1000 etukidteen kasin luokiteltua kirjainta.

Hermoverkon opetus 250 naytteella
10 T T T T T

Testijoukon virhe
Opetusjoukon virhe

Nelidvirhe

4

10 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Kierros

Kuvassa alempi kdyra esittdd opetusjoukon néytteiden luokitteluvirhettd. Koska her-
moverkon kertoimia muutetaan aina negatiivisen gradientin suuntaan, pienenee opetus-
joukon virhe kierros kierrokselta. Ylempi kdyra esittdd testijoukon ndytteiden luokittelu-
virhettd. Koska nditd ndytteitd ei kdytetd opetuksessa, luokitteluvirhe ei laskekaan mono-
tonisesti, vaan voi jopa kasvaa ajoittain. Talloin opetusjoukko on liian pieni tai huonosti
valittu, koska opetusjoukon ja testijoukon virheet kayttaytyvit eri tavalla. Tallaisessa ta-
pauksessa verkko oppii opetusjoukon liian hyvin, ja alkaa kadyttaa hyvakseen piirteitd, joi-
ta ei véalttamattd ole opetusjoukon ulkopuolella. Verkko ei toimi testijoukossa ldheskaan
yhtd hyvin kuin opetusjoukossa, ja virhe jad melko suureksi vaikka opetusta jatketaan.
Usein testijoukon virhe alkaa vieldpa uudelleen kasvaa, kun ylioppiminen etenee riittdvan
pahaksi. Ylioppimiselta voidaan vilttya kdyttamalla suurempaa ja edustavampaa opetus-
joukkoa. Jos tdma ei ole mahdollista, paras vaihtoehto on keskeyttdd opetus ennen kuin
verkko on liian ylioppinut.

Seuraavassa kuvassa on sama testi tapauksessa, jossa opetusjoukon ja koko on kasva-
tettu moninkertaisiksi: opetusjoukossa on nyt 1000 néytettd ja testijoukossa samat 1000
ndytettd kuin aikaisemminkin. Tasséd tapauksessa ylioppiminen on vdhdisempdd, mutta
joukkojen kdyrien valilla on edelleen selvé ero.

o Hermoverkon opetus 1000 naytteella

10

T T T T T T T T T
Testijoukon virhe
o Opetusjoukon virhe

Nelidvirhe

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Kierros

Kasvattamalla opetusjoukkoa edelleen ero opetusjoukon ja testijoukon vililld piene-
nee. Alla olevassa kuvassa on kaytetty 5000 ndytteen opetusjoukkoa ja samaa testijoukkoa
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kuin aikaisemminkin. Ero kdyrien vélilld on aiempaa pienempi ja kdyrat ovat hyvin ldhelld
toisiaan. Opetusjoukon virhe jad myos suuremmaksi kuin edellisessd tapauksessa, koska
verkko ei opi luokittelua helpottavia vain opetusjoukossa olevia epédolennaisia piirteita.

Hermoverkon opetus 5000 naytteella
10 T T T T T

T T
Testijoukon virhe
= — Opetusjoukon virhe

Nelidvirhe
=
o

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Neljannessa testissd opetusjoukon kokoa kasvatettiin 10000:n ndytteeseen. Tulos on alla
ja se on melko samanlainen kuin puolta pienemmalld opetusjoukolla. Testijoukon virhe
kuitenkin pienenee edelleen.

Hermoverkon opetus 10000 naytteella
10 T T T T T

T T
Testijoukon virhe
= — Opetusjoukon virhe

Nelidvirhe
=
o
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Esimerkki opetetun hermoverkon ulostulovektorista on alla olevassa kuvassa oikeal-
la Tassd tapauksessa sisddn meni vasemmalla oleva bittikartta, joka tunnistettiin oikein
kolmanteen (merkkia Y’ vastaavaan) luokkaan.
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Toisena esimerkkind on numero "3’, joka on alla olevassa kuvassa vasemmalla. Oikealla
on ulostulovektori, josta ndkyy selvasti verkon oppineen luokittelun erinomaisesti myos
ndilld opetusjoukon ulkopuolisilla naytteilla.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0.8 b

0.6 B

0.4 B

0.2 b

ore
@
N e

0




5. OPPIVAT JARJESTELMAT 81

Harjoitustehtavia

5.1.

5.2.

(Matlab) Toteutetaan tdssa tehtdvidssa lineaarinen erottelija kaksiulotteiselle keinote-
koiselle datalle. Tehtdvéassa 5.5 sovelletaan menetelméa kuvankaésittelyyn.

Lataa kurssin sivuilta tiedosto
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/testdata_fish er.mat

Tiedosto sisaltdaa kaksi kaksiulotteista dataa sisdltdvaa matriisia, joista kumpikin esit-
tdd yhtd luokkaa. Lataa tiedosto komennolla

load testdata_fisher.mat

jonka jilkeen Matlabissa on kaksi uutta muuttujaa: X1 € R'%*2 sisiltad 100 kaksiu-
lotteista datapistettd luokan 1 alkioita ja X2 € R'®*? saman mééran luokan 2 alkioi-
ta. Molempien ensimmainen sarake sisiltdd alkioiden x-koordinaatit ja toinen sarake
y-koordinaatit.

Tulosta samaan kuvaan matriisin X1 pisteet punaisilla palloilla ja matriisin X2 pisteet
vihreilld risteilld olevan kuvan mukaisesti.
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(Matlab) Edellisen tehtdvan kaksi luokkaa on tarkoitus nyt luokitella Fisherin dis-
kriminantin avulla. Kyseinen menetelma projisoi kaksiulotteisen datan sille suoralle,
jossa joukot erottuvat toisistaan mahdollisimman hyvin. Tdimén jdlkeen ne on helppo
erotella jakamalla vain suora kahteen osaan sopivasti.

Paras mahdollinen suora maaritelldan vektorina seuraavasti:
w=(C +C) ' ( — p2)

missd C; ja C, ovat luokkien 2 x 2-kokoiset kovarianssimatriisit ja p; ja p, ovat luok-
kien keskipisteet 2 x 1-vektoreina. Laske vektori w. Kovarianssi saadaan funktiolla
cov ja keskipiste funktiolla mean. Piirréd vektori ruudulle komennolla line . Komen-
tohold on ennen piirtokomentoa pitdd edellisen tehtdvan kuvan mukana vertailun
vuoksi. Anna my06s komento axis equal ,jotta koordinaatistosta tulisi nelio ja ver-
tailusta helpompaa.
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5.3. (Matlab) Jatkoa edelliseen tehtdvaan. Projektiosuoran suunnan liséksi tarvitaan koh-
ta, johon luokkien valinen raja vedetdan. Yksinkertaisin tapa on sijoittaa se luokkien
massakeskipisteiden puoliviliin. Kdytdnnossa tdima tapahtuu projisoimalla data suo-
ralle ja vertaamalla tulosta kynnysarvoon ¢ € R:

Nayte x kuuluu luokkaan 1, jos w - x < ¢
Nayte x kuuluu luokkaan 2,jos w - x > ¢

Laske kynnysarvo c seuraavasti:

e Laske mille arvolle u; projisoituu.
e Laske mille arvolle p, projisoituu.

e Luku c on ndiden keskiarvo.

5.4. (Matlab) Laske montako prosenttia naytteistd saatiin luokiteltua oikein tehtdvén 5.2
suuntavektorilla w ja tehtdvén 5.3 kynnyksella.?

5.5. (Matlab) Sovelletaan Fisherin diskriminanttia todellisen datan kasittelyyn. Lataa kurs-
sin sivulta tiedosto

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/canoe.jpg
Lataa se Matlabiin ja katso kuva:

imOrig = imread('canoe.jpg);
imshow (imOrig, []);

Kuvan kanootti on hyvin selkedsti erottuva punaisen vérinsa vuoksi. Projisoidaan se
Fisherin diskriminantilla sopivasti, jotta punainen erottuu muista véreistd mahdol-
lisimman hyvin. Tatd varten tarvitaan opetusjoukko, joka saadaan kuvasta osoitta-
malla. Komento [x,y] = ginput(1); palauttaa kuvasta hiirelld osoitetun pisteen
koordinaatit. Tee tima kaksi kertaa niin ettd saat kaksi opetusjoukkoa: toisen kanoo-
tin alueelta ja toisen esimerkiksi veden pinnasta. Olkoot ndin saadut koordinaatit
vektoreissa X1, y1 ja X2, y2. Irrota ndin saatujen pisteiden ympariltd 7 x 7-nelio,
joiden pisteet muodostavat kaksi opetusluokkaa:

windowl
window?2

imOrig(y1l-3:y1+3, x1-3:x1+3,));
imOrig(y2-3:y2+3, x2-3:x2+3,%);

Huomaa, ettd data on nyt kolmiuloitteista: vari-informaatio esitetddn RGB-arvoina,
jonka dimensio on 3. Jotta tdim4 saataisiin Fisherin diskriminantin vaatimaan 3 x 49-
matriisimuotoon, anna seuraavat komennot:

8Huomaa, ettd tositilanteessa virhe taytyisi arvioida muulla kuin opetusdatalla. Nythan esim. 1-NN-
luokittelija saa tdydellisen tuloksen testattaessa samalla datalla kuin opetuksessa, miki ei silti tarkoita ettd
se olisi hyva millekddn muulle ndytejoukolle.
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5.6.

57.

5.8.

X1
X2

double(reshape(windowl, 49, 3))’;
double(reshape(window2, 49, 3))’;

(Matlab) Kéyta tehtavan 8.2 ohjelmakoodia saadaksesi kolmiulotteisen vektorin, jo-
ka kuvaa parasta projektiota annetun kahden vérin optimaaliseksi erotteluksi. Mika
kyseinen vektori on?

(Matlab) Itse projektio tehddédn kertomalla vektorin w komponenteilla kuvan R, G ja
B -komponentit, esim. ndin:

imGray = w(1) =*double(imOrig(:,:,1)) +...
w(2) *double(imOrig(:,:,2)) +...
w(3) *double(imOrig(:,:,3));

Katso tuloskuva. Osoittamasi punaisen alueen pitdisi hohtaa kirkkaan valkoisena ja
jalkimmaisend osoitetun alueen miltei mustana.

Yritd erottaa punainen alue muista kynnystdmalla tiettyd arvoa suuremmat arvot
valkoisiksi ja muut mustiksi. Matlabissa on komento

imshow(imGray > kynnys, []):

Komennossa oleva parametri kynnys on raja, jota vaaleammat pisteet tulevat val-
koisiksi ja muut mustiksi. Saatko kanootin irrotettua taustastaan?

Suunniteltaessa lineaarista luokittelijaa kaksiulotteiselle datalle saadaan opetusda-
tasta kahden luokan kovarianssimatriiseiksi ja keskiarvoiksi seuraavat:

2 0.1 3 =2
€ = (o.1 o.4) €= (—2 2 )
(1 (=7
o = 1 Hy = 2
Laske projektiosuoran madraava vektori w. Ala kaanna matriisia koneella, vaan ka-

sin muistisdaannolla
a b\ 1 d —b
c d ad—bc\—c¢c a )/’
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5.9. Jatkoa edelliseen tehtdvaan. Projektiosuoran suunnan lisdksi tarvitaan kohta, johon
luokkien vilinen raja vedetddn. Yksinkertaisin tapa on sijoittaa se luokkien massa-
keskipisteiden puoliviliin. Kdytdnnossa tdma tapahtuu projisoimalla data suoralle ja
vertaamalla tulosta kynnysarvoon ¢ € R:

Nayte x kuuluu luokkaan A, josw - x < ¢
Nayte x kuuluu luokkaan B, jos w-x > ¢

Laske kynnysarvo c seuraavasti:

e Laske mille arvolle p; projisoituu.
e Laske mille arvolle p, projisoituu.
e Luku c on ndiden keskiarvo.

5.10. (Matlab) Kokeillaan tukivektorikoneen toimintaa luokittelussa. Lataa kurssin sivuilta
tiedosto

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/testdata_svm. mat

Kuten tehtdaviassa 5.1, tiedosto sisaltdd kaksi kaksiulotteista dataa sisdltavad matriisia,
joista kumpikin esittdd yhtd luokkaa. Lataa tiedosto komennolla

load testdata_svm.mat

jonka jilkeen Matlabissa on kolme uutta muuttujaa: X1 € R**?% sisaltaa 200 kaksiu-
lotteista datapistettd luokan 1 alkioita ja X2 € R***® saman mé&ran luokan 2 alkioita.
Tulosta pisteet ruudulle eri véreilld kuten tehtdvassa 5.1.

SVM-luokittelijan opetus tapahtuu Matlabin Bioinformatics-toolboxin komennolla
svmtrain . Funktiota varten data tdytyy muokata seuraavasti:

training = [X1, X2];
classes = [ones(length(X1), 1); zeros(length(X2), 1)];

Tamaén jalkeen SVM-luokittelija opetetaan komennolla

svmStruct = svmtrain(training, classes, 'showplot’, true );
SVM-luokittelun tulos saadaan komennolla

result = svmclassify(svmStruct, training);

Nyt siis muuttujassa classes on todelliset luokat ja muuttujassa result SVM:n
ennustamat luokat. Laske montako prosenttia opetusnéytteistd meni oikein.

5.11. (Matlab) Funktiolle svmtrain voi maaritelld eri kerneleitd seuraavasti:
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svmStruct = svmtrain(training, classes, ...
'showplot’, true, ...
'kernel_function’, ’linear’);

Viimeinen termi on oletuksena ’linear’ ~ , mutta muita vaihtoehtoja ovat mm.
e 'quadratic’ : Nelioity kerneli
e 'polynomial’ : Polynomikerneli

e 'rbf’ :RBF-kerneli

Kokeile nditd kolmea kernelid edellisen tehtdvan tapaukseen ja laske montako pro-
senttia opetusndytteistd menee oikein kussakin tapauksessa.

Toisinaan SVM-opetus ei konvergoi riittdvan nopeasti ja svmtrain  antaa ilmoituk-
sen

Unable to solve the optimization problem...

Tama korjautuu yleensé lisdaamalld iteraatioiden maaraad, mika voidaan tehdd muut-
tujalla 'quadprog_opts’ . Talloin loitsu on koko komeudessaan esim. muotoa

svmStruct = svmtrain(training, classes, ...
'showplot’, true, ...
'kernel_function’, ’linear’, ...
'quadprog_opts’, optimset('Maxlter’, 1000));
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Luku 6

Tilastolliset menetelmat
signaalinkasittelyssa

Tilastollisia menetelmid sovelletaan laajasti signaalinkéasittelyssd. Erddssd mielessd myos
kappaleen 5 hahmontunnistusmenetelmit voidaan lukea tdhdn luokkaan. Laajennetaan
kuitenkin tata tarkastelua tdssd kappaleessa yleisempiin estimointiongelmiin.

Tilastollinen signaalikasittely tarkastelee ongelmia, joissa ongelma voidaan kuvata ti-
lastollisen mallin avulla. Tama voi tarkoittaa esimerkiksi suureiden x ja y vilisen suhteen
mallintamista mahdollisimman tarkasti funktiolla f:

y=f(x) +e.

Mallin f lausekkeessa on tavallisesti joitakin parametreja, joiden arvo tdytyy sovittaa mah-
dollisimman oikeiksi todellisten mittausten valossa. Termi € on mallinnusvirhe, joka on
virhe mallin ja todellisuuden vilille. Kdytdnnossdhan malli f(x) ei ole tarkalleen sama kuin
suure y.

Estimointiongelma voi olla esimerkiksi alla olevan kuvan mukainen. Kuvan perusteel-
la vaikuttaisi ettd pystyakselin suure y(n) riippuu lineaarisesti vaaka-akselin suureesta

x(n).
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Tama riippuvuus voidaan kuvata seuraavan mallin avulla:

y(n) =ax(n) +b+e, (6.1)
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josta tdytyisi nyt paatella mahdollisimman hyvit arvot parametreille a ja b annetun datan
perusteella.

Erilaisilla parametrien a ja b arvoilla saadaan erilaisia kuvaajia, kuten alla olevasta
kuvasta ndhdadan. Nyt estimointiongelma kiteytyy kysymykseen mika niistd kuvaa suu-
reiden x(n) ja y(n) riippuvuutta parhaiten (eli milloin € menee mahdollisimman ldhelle
nollaa).

10
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Il Il Il Il Il
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x(n)

-60 L L L I
0

Voidaan osoittaa ettd pienin nelidvirhe (eli ns. pienimmén neliGrumman ratkaisu; engl.
Least Squares solution) mallin ja todellisen datan vililld saadaan tdssd tapauksessa kaa-
voilla

6 N1 12 N—1
° _N(N+1)n_oy( Hméxm)y(n) (6.2)
_ 22N-1) ¢ 6 N\
R P Vi PR (63)

Merkintd @ tarkoittaa parametrin a estimaattia erotukseksi sen "oikeasta arvosta" a. Kaava
ei ole erityisen helppolukuinen, ja myohemmin onkin helpottavaa huomata kaavan olevan
paljon selkedmpi matriisimuodossa’.

Toinen esimerkki on tavallinen mm. tiedonsiirrossa. Tdsséd tapauksessa kuvassa oleva
katkoviivalla piirretty sininen kayra esittaa lahetettya sinisignaalia, josta kuitenkin vastaa-
notetaan vain kuvassa vihreilld ympyréilla piirretyt hairiolliset ndytteet.

-4 L L L L L L I I I
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Vastaanottopddssd on nyt vastattava vastaaotettujen nédytteiden perusteella mahdolli-
simman hyvin seuraaviin kysymyksiin:

N

1Sopivilla maarittelyilld kaava saadaan muotoon: (%) =(H'H)'H'y.
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e Mikai oli ldhetetyn signaalin amplitudi?
e Mika oli ldhetetyn signaalin taajuus?
e Mikad oli lahetetyn signaalin vaihe?

Tasmaillisemmin ilmaistuna tdma tarkoittaa ettd on etsittdva hyvat arvot parametreille A,
fja ¢ seuraavassa mallissa

x(n) = A cos(2ntfn + ¢) + €,

Voidaan osoittaa ettd ns. suurimman uskottavuuden ratkaisu (engl. maximum likelihood
estimator; MLE) saadaan kaavoista

N-1
f = se parametrin f arvo joka maksimoi lausekkeen Zx(n)e_sz“ ,
n=0
A 2 mefAn
A= N Z
—1 . A
A 2nf
¢ = arctan ZN —o X(n) sin( 71“).
e x(n) cos(2mtfn)

Kéytinnossd tdytyy siis ensin 16ytda sinin taajuus ensimmadiselld kaavalla?, jonka jélkeen
voidaan estimoida sen amplitudi ja vaihe kahdella jalkimmaiselld kaavalla. Y114 olleessa
testitapauksessa alkuperéiset arvot olivat f = 0.04,A=Tjadp =04 Ha1r1011151sta vihreis-
td ndytteistd parametrien arvoiksi arvioitiin f=0.0401, A = 1.2249 ja $ = 0.6425. Niin
saatuja arvoja vastaava sinisignaali on esitetty ylld olevassa kuvassa punaisena yhtendise-
nd kdyrana.

Tarked osa tilastollista signaalinkasittelyd on ratkaisujen optimaalisuuden tarkastelu.
Molempien edelld olleiden esimerkkien tapauksessa loydettiin optimaalinen ratkaisu sul-
jetussa kaavamuodossa. Ndin ollen ilmaan ei jad kysymysta olisiko mahdollisesti olemas-
sa vieldkin paremmat arvot. Esimerkkien optimaalisuuskriteerit olivat kuitenkin erilaiset:
ensimmdinen esimerkki on optimaalinen nelidvirheen mielessi ja jalkimmainen oli suu-
rimman uskottavuuden ratkaisu. Seuraavaksi tutustutaan néista kahdesta yksinkertaisem-
paan menetelm&dan ldhemmin.

6.1 Pienimman neliosumman menetelma

Pienimmén nelidsumman menetelméa (PNS) on perdisin vuodelta 1795, jolloin kaikkien ai-
kojen suurimmaksi matemaatikoksi sanottu C.F. Gauss kehitti sen vain 18-vuotiaana. En-
simmadinen sovellus oli kddpioplaneetta Ceresin radan lausekeen selvittiminen yksittdisis-
td mittauksista vuonna 1801.

Nimensd mukaisesti pienimmaén nelidsumman menetelma pyrkii minimoimaan nelio-
etdisyyden mallin ja ndytepisteiden valilld. Alla olevassa kuvassa olevat siniset ympyrét

Huomaa, ettd tdma on itse asiassa diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen kaava. Maksimoiva taajuus
voidaan péatelld esimerkiksi kokeilemalla kaikkia arvoja vililtd 0...27 vaikkapa tuhannesosan vélein.
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kuvaavat yksittdisid mittauksia, ja sininen kdyra kuvaa siihen sovitettavaa mallia (vrt. kaa-
va 6.3). PNS-sovite on nyt se suora, jolla kuvaan piirrettyjen katkoviivojen yhteispituus on
mahdollisimman pieni.
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Kéaytannon syistd etdisyyden mittana taytyy kayttdd nelidvirhettd. Matemaattisesti il-
maistuna optimaalinen suora on se, jonka parametrit a ja b minimoivat lausekkeen:

N-1
> (ym)—(a-x(n)+b))’
n=0
PNS-ratkaisu on helppo 16ytéa silloin kun malli on lineaarinen. Jos ndin ei ole, ratkai-
sun 16ytyminen on tapauskohtaista, ja voidaan joutua turvautumaan numeerisiin mene-
telmiin. Lineaarisessa tapauksessa malli voidaan esittdad kédtevasti matriisimuodossa. Esi-
merkiksi suoran malli y(n) = ax(n) + b + € voidaan matriisimuodossa ilmaista ndin:

x(0) 1
9% x(1) 1
y: -| @ 1| (l‘)‘) Le
y(N=1) X(N.—” 1
Vastaavasti toisen asteen malli y(n) = ax(n)? + bx(n) + ¢ + € voidaan ilmaista kaavalla
x(0)? x(0) 1
M (2 ) 1| /a
vl xp x(2) bl +e
' : : c
y(N—=1) x(N=1)2 x(N=1) 1

Yleisesti voidaan 16ytda ratkaisu kaikille muotoa y = Hc + € oleville malleille. Todistus
on samanlainen gradientin nollakohdan ratkaisu kuin optimiratkaisun etsintd kappaleessa
4, ja lopputuloskin on hyvin samanlainen: optimikertoimet saadaan kaavasta

c=(H'H) 'H'y.
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Itse asiassa kaava on vain yleisempi versio LMS-algoritmin yhteydessa johdetusta kaavas-
taw=R"p.

Lineaarisen mallin tapauksessa PNS-estimaatin ratkaisu on siis hyvin yksinkertaista.
Matlabilla tarvitaan kaksi koodirivii: jos mittausdata on pystyvektoreissa x € RN jay €
RN 16ytyvit mallin y = He + € kertoimet ¢ kaavariveilla:

H = [x, ones(size(X))];
c =inv(H = H) = H =* vy;
Toisen asteen malli saataisiin aikaiseksi riveilld
H = [x"2, x, ones(size(x))];
c =invH * H) ~ H =* vy;
Erdan testidatan tapauksessa ensimmadisen ja toisen asteen sovitteet ovat alla olevien

kuvien mukaisia. Kuvaajat on piirretty komennolla plot(x,y,’go’,x,H *C,'r-");

Sovite: y = 0.390*x+1.365. Nelidvirhe = 13768.9282 Sovite:y = 0.002*°-0.053*x+15.995. Nelivirhe = 4946.725
100 T T T T T 100 T T T T T T

90 Bl

y(n)
y(n)

X0 x(n)

Matriisiin H on helppo lisdta hyvinkin mielikuvituksellisia termeja, vaikka kaikki eivit
valttamatta olekaan jarkevid. Alla yritetddn mallintaa edelld ollutta dataa kosinin, kdan-
teisfunktion, logaritmin, nelidjuuren sekd kymmenennen potenssin avulla. Jokaisessa ku-
vassa on myd0s sovitteen neliovirhe, jonka perusteella voi tehdd pédatelmia funktiojoukko-
jen soveltuvuudesta kyseisen datan mallintamiseen.

Sovite: y = 1.922*(:05(2*p|*0.01‘><)734.908*(1+x)’1+42.631. Nelidvirhe = 105231.6857
100 T T T T T T T T T

100

Sovite:y = 742.231*sqrt(><)+54.987*\09(1+x)70.000*xm+2.010*><. Nelivirhe = 4904.6927
T T T T T T T T T

0 I I I I I I I I I 0 I I I I I I I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
x(n) x(n)
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6.2 Sovellusesimerkkeja

Alussa olleiden esimerkkien lisdksi estimointia ja mallinnusta on sovellettu lukuisissa on-
gelmissa. Tarkastellaan seuraavassa lyhyesti muutamia.
Suureen approksimointi muiden mittausten avulla. Erddssd hankkeessa asiakkaalla oli
laboratoriossa kdytettivd menetelmd, jonka avulla saatiin erds sovelluksen kannalta tar-
ked suure mitattua laboratorio-olosuhteissa. Mittausmenetelma oli hankala ja kallis, mutta
silld saatiin tarkka tulos. Hankkeen tavoitteena oli selvittdd voitaisiinko erdistd helpom-
min suoritettavista mittauksista jotenkin péaatelld summittainen arvo kiinnostavalle mit-
taukselle, jolloin mittauksia voitaisiin tehdd my6s laboratorion ulkopuolella.

Esimerkki mittausdatasta on alla olevassa kuvassa kymmenessi eri tilanteessa. Ylem-
méan kuvan neljdstd mittauksesta pitdisi padtelld approksimaatio alemman kuvan arvoille.

12

0.8

0.

ka

0.
0.2
or

-0.2

25

15

Helposti mitattavat hairidiset suureet

”M “rr”
m

I M‘A}ij WWMM H‘

m il WW}W

i “‘ 1) l W'

bl i u"

* ! ( Wﬂl

\N ‘\‘y‘\y W ﬂl

M‘

W‘Wf‘ﬂ i |
Wi Y i

‘H 'M

0

100 200 300

400 500 600 700

Vaikeasti mitattava suure

800

900

1000

0.5

L

I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Hankkeessa toteutettiin yksinkertainen PNS-estimaattori alemman kuvan arvon ap-
proksimointiin. Tassa tapauksessa malli on

y(0) x1(0) x2(0) x3(0) x4(0) c
(1) x1(1) x2(1) x3(1) x4(1) c,
y: = x1(2) x2(2) x3(2) x4(2) cs | +e,
’ : : : : : Ca
&“tl GN=1) aN-1) xN-1) 4N-1) 1/ \es

H

missd xi(j) tarkoittaa kanavan k mittausta ajanhetkelld j.

Y114 olevan datan tapauksessa PNS-kertoimet ovat ¢ = (H'H) 'H'y =

(0.8271,0.6780,

—1.0849,1.1581,0.4838)" ja approksimaatio on alla olevan kuvan nékodinen. Approksimaa-
tio on kuvassa vihreilld ja tavoitearvo punaisella.
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T T T T
Helppojen suureiden paras yhdistelma
Vaikeasti mitattava suure

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Kuvan perusteella ndyttdisi ettd vaikeasti mitattavan suureen ennustus on mahdollista

kohtuullisella tarkkuudella. On kuitenkin huomattava, ettd ylld oleva kuva on luultavasti
lilan optimistinen, koska samaa dataa kaytettiin sekd opetukseen ettd testaukseen. Tama-
hin johtaa kappaleessa 5 tavattuun ylioppimiseen. Erilaiset ristiinvalidointimenetelmat
(engl. cross validation) ovat yleinen tapa arvioida oppivan jarjestelmén toimivuutta tunte-
mattomalle datalle. Edellisessa tapauksessa voitaisiin aina jattdd yksi kuvan kymmenesta
tasosta pois opetuksesta ja testata pois jatetylld tasolla. Ennustustarkkuus kullekin ope-
tuksesta vuorollaan pois jdtetylle tasolle antaa paljon realistisemman kuvan ennustimen
todellisesta tarkkuudesta kuin ennustustulos opetusdatalla.
Mikroskooppikuvan taustan kompensointi. TTY:n signaalinkésittelyn laitoksen systee-
mibiologian tutkimusryhmassa kehitettiin automaattinen solulaskuri mikroskooppikuvil-
le*. Menetelmén yhtena vaiheena on kuvan taustan kompensointi. Kuten alla olevasta esi-
merkkikuvasta nihdaian, kuvan tausta ei ole tasaisesti valaistu.

Téamaé ongelma voidaan saada hallintaan mallintamalla taustan kirkkauserot sopivalla
funktiolla ja vahentdmalla tulos alkuperédisestd kuvasta. Taustan ldhempi tarkastelu osoit-
taa, ettd harmaasdvyt saavat aina suurimman arvonsa ldhelld kuvan keskustaa ja sdavy
muuttuu tummemmaksi reunoille mentdessa. Taméan vuoksi paéatettiin kdyttdaa paraboloi-
dia mallintamaan valaistusta. Paraboloidin kaava on

z(x,Y) = c1x* + coy? + c3xy + c4x + c5y + Cq.

3]. Selinummi, J. Seppila, O. Yli-Harja, and J. Puhakka, "Software for quantification of labeled bacteria
from digital microscope images by automated image analysis," BioTechniques, Vol. 39, No 6, 2005, pp 859-863.
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Nadin ollen on etsittdva ne kertoimet c;, ¢, . . ., cg, joilla nelioGsumma mallin ja todellisen
kuvan vililla minimoituu. Nyt koko malli ndyttdd seuraavalta:

C
2 2 1 !
Z1 X1 Y xiyr X1 Y C2
2 2
75 X3 Y3 XYa X2 Yz 1 c;
: : : : Do Cq
2 2
ZN XN UN O XNUN XN Yn ] Cs
z H ———

missd zy tarkoittaa todellisen kuvan harmaasdvyarvoa pisteessa (x, yx). Nyt indeksi k kdy
kuvan kaikki pikselit ldpi jossain jdrjestyksessd. PNS-sovituksen tuloksena saadaan ker-
toimet ¢ = (—0.000080, —0.000288, 0.000123,0.022064, 0.284020, 106.538687), eli sovitettu
malli kokonaisuudessaan on

z(x,y) = —0.000080x% — 0.000288y? + 0.000123xy + 0.022064x + 0.284020y + 106.538687

Malli on esillé alla olevassa kuvassa keskelld, ja selvastikin se noudattaa alkuperdisen ku-
van valaistuksen vaihtelua. Valaistus saadaan nyt kompensoitua yksinkertaisesti vahenta-

malld malli alkuperdisestd kuvasta.

""

k‘@#;d

Harjoitustehtavia

6.1. Kappale on hetkelld t(0) = 0 s vapaassa pudotuksessa ja sen alkunopeus pystysuun-
nassa on v, ja paikka s(0) = 0. Paikasta tehdddn kaksi muutakin mittausta hetkilld
2 sja 4 s, jolloin saadaan seuraava taulukko.

Aika t | Paikka s(t)

0 0
2 22
4 83

Fysiikan kaavat antavat seuraavan yhteyden paikalle s(t), alkunopeudelle v; ja va-
kiokiihtyvyydelle a:

1
s(t) =vot + zat2
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6.2.

6.3.

6.4.

Kaava voidaan muuntaa meille tutuksi malliksi seuraavasti:

—
o
=

()

—_ —
[ NSTE
—

[ N N Y
-+ &+ =+
e
VR
e s
~~
+
m

Laske kdsin PNS-estimaatti (v, @)" sivun 90 kaavalla. Kiihtyvyyden pitéisi olla 14-
hellad gravitaatiovakiota g.

(Matlab) Lataa kappaleessa 6.1 kdytetty testidata osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/LSData.mat

Tiedostossa on kaksi muuttujaa, vektorit x ja y. Laske PNS-malli muuttujien vilille
niin etta

(a) malli on 1. astetta (s.0. mukana on vakio ja 1. asteen termi),

(b) malli on 2. astetta (s.0. mukana on vakio ja 1-2. asteen termit),

(c) malli on 3. astetta (s.0. mukana on vakio ja 1-3. asteen termit).

Laske kussakin tapauksessa mallinnusvirhe, eli ZE;J (y — Hc)? ja tulosta pisteparvi
sekd sovite sivun 91 komennoilla.

Mittaukset x(n) ja y(n) riippuvat toisistaan suunnilleen lineaarisesti, ja niistd on teh-
ty seuraavat mittaukset:

n o 1 2

x(n) 7 9 2
yn) || 1,6 148 35

Suureiden vélinen riippuvuus halutaan selvittdd mallintamalla suure y(n) seuraa-
vasti:
y(n) = ax(n) +b.

Laske késin pienimmaén neliésumman ratkaisu parametreille a ja b.

(Matlab) Lataa kappaleessa 6.2 kdytetty testikuva osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/Microscope.jp g

ja lataa se Matlabiin komennolla imread . Mallinnetaan kuvan taustaa paraboloidilla
kaavan (6.4) mukaisesti.

Jotta voitaisiin muodostaa matriisi H, tdytyy ensin muodostaa vektorit x ja y, joissa
on kaikki kuvan x- ja y-koordinaattien kombinaatiot (eli yhtd monta kuin kuvassa



96

SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

6.5.

6.6.

6.7.

pikseleitd). Naméd saadaan Matlabissa kdtevimmin muodostamalla seuraavanlaiset
matriisit:

1
1

2 3 4 1300 1 1 1 T .
2 3 4 1300 2 2 2 2 .2
X = . : . : : . :
1.2 3 4 ... 1300 1030 1030 1030 1030 ... 1030
Matlabissa on valmis komento tdhan: [X, Y] = meshgrid(1:1300, 1:1030);
Nyt sinulla on siis kolme matriisia: yhdessa on kuvan kaikki x-koordinaatit, toisessa
kuvan y-koordinaatit ja kolmannessa sen z-koordinaatit (eli harmaasavyarvot). Ky-
symys kuuluu kuinka x:n ja y:n avulla voidaan ennustaa z.

Muodosta kaavan (6.4) mukainen matriisi H. T4td varten matriisien X, Y sekd kuvan
elementit taytyy jdrjestdd vektoreiksi. Jarjestykselld ei ole vilid, kunhan se on sama
kaikille kolmelle. Helpoimmalla pddsee komennoilla

x = X();
y = Y()
z = double(I(?));

jotka ottavat vektoriin matriisin kunkin pystyrivin yksi kerrallaan. Y114 oletettiin etta
kuva on muuttujassa | .

(Matlab) Jatkoa edelliseen tehtavaan. Laske kertoimet ¢ edellisen tehtdavan mallille.
Laske mallin ulostulo eli Hc. Tulos on vektori, joten muokkaa se reshape -komennol-
la takaisin alkuperdisen kuvan muotoiseksi 1030 x 1300-matriisiksi ja vertaa tulosta
alkuperdiseen kuvaan. Ota my0s alkuperdisen kuvan ja taustan erotus ja tulosta se
ruudulle.

(Matlab) PNS-menetelmd on herkka yksittdisille suurille muutoksille, ja yksittdinen
suuri mittavirhe voi saada sovitteen jarjettomaéksi. Testaa tehtdvan 6.2 toisen asteen
ratkaisun toimintaa kun muutat yhden opetusnéytteen jarjettoéméan suureksi, esim. si-
joituksella y(1) = 1000; . Aja tdmén jalkeen PNS-sovitus ja tulosta vastaava kuva
kuin tehtdvéassd 6.2. Yhden poikkeavan ndytteen vuoksi skaala saattaa muuttua aika
suureksi, joten muuta se samaksi kuin tehtdvéassa 6.2 komennolla axis([0, 200,

0, 100]);

Matlabissa on komento robustfit  ,joka on epdherkempi versio PNS-sovituksesta.
Tutustu sen kdyttoon ja tee vastaava toisen asteen sovite kuin PNS-tapauksessakin.
Nyt tuloksen pitéisi olla vastaava kuin tehtdvassa 6.2 yhdestd poikkeuksellisen suu-
resta ndytteestd huolimatta.

Robustista sovituksesta 10ytyy lisdtietoa esimerkiksi hakutermilld robust regression.

(Matlab) PNS-menetelmalld voi estimoida parametreja myds moniulotteiselle datalle.
Hae verkosta tiedosto

http://lwww.cs.tut.fi/kurssitYSGN-1251/vectorField.m at
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ja lataa se Matlabiin. Tiedostossa on neljd muuttujaa: X, Y, DXja DY. Nama esitta-
vit vektorimuotoista dataa, niin ettd (DX,DY) on pisteessd (X,Y) olevan vektorin
pituus. Kuva néistd saadaan Matlabin komennolla quiver(X, Y, DX, DY)

Vektoridatassa on kohinaa, ja halutaankin muodostaa matala-asteinen polynomimal-
li, joka sisdltdad olennaisimman tiedon vektoreiden suunnista ja suuruuksista. Mallin
avulla ymmarretddan vektoreiden suuntien muodostuminen sekd saadaan sivutuot-
teena kohinaton vektorikentta.

Kéaytetddn toisen asteen polynomimallia sekd DX:lle ettd DY:lle:

DX(m,n) = aX(mn)>+bY(mn)?+cX(mn)Y(m,n)+dX(m,n)+eY(mmn)+f
DY(m,n) = aX(m,n)?+byY(m,n)?+ coX(m,n)Y(m,n) + dX(m,n) + e;Y(m,n) + f,

Néaméa molemmat saadaan siististi esitettyd yhtena yhtalona:
[DX,DY] = [X?, Y3 XY, X,Y,1] - C.
Matlabin syntaksilla matriisi H seka toivottu ulostulo Z saadaan siis komennolla

H = [X()."2, Y()."2, X(). *Y(2), X(), Y(:), ones(size(X()))I;
Z [DX(:), DY()];

Tast4 voidaan ratkaista mallin matriisin C € R°*2 kertoimet tutulla kaavalla
C=(HH) 'H". Z.

Edelleen mallin mukainen ulostulo saadaan kaavalla [DX’,DY’] = HC. Alla on ku-
vat alkuperdisestd datasta sekd mallin ulostulosta. Tee samanlaiset kuvat Matlabilla.
Huomaa ettd ennusteen pystyvektorit DXja DY taytyy muuttaa matriisiksi reshape -

komennolla.
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Luku 7

Audiodatan kompressio

Ensimmadisen johdatuskurssin lopuksi tarkasteltiin kuvien kompressiota hédviollisin ja ha-
viottomin menetelmin. Tuolloin tutustuttiin JPEG-standardiin sekd MPEG-standardin vi-
deokoodaukseen. MPEG-standardi méérittelee myds menetelmid audion koodaukseen ja
niihin tutustutaan seuraavaksi.

Kappaleessa 3.5 tutustuttiin CD-soittimen ominaisuuksiin ja mainittiin muun muassa,
ettd pakkaamaton CD-audiodata sisédltdd noin 1.41 miljoonaa bittid sekuntia kohti. Ndin
suuri datamddrd muodostuu ongelmaksi muun muassa digitaalisen audion siirrossa, esi-
merkiksi digitaaliradiota kdytettdessd. Suuri osa CD-soittimen biteistd on tarpeettomia
kuuntelijan kannalta. Uusista kompressoiduista digitaalisen audion formaateista (esim.
mp3-standardi) puhuttaessa oletetaan usein kompression vain heikentdvan ddnenlaatua.
Ndin ei suinkaan tarvitse olla, vaan kompression avulla voidaan esimerkiksi siirtdd va-
hemman tarpeellisia bittejd ihmisen kuuloaistin kannalta merkityksettomiltd alueilta tar-
kedmmille alueille. Ndin on mahdollista parantaa (havaittua) ddnenlaatua (esimerkiksi
keskiddnien dynaamista aluetta) bittimaaran pysyessd samana.

Téassd kappaleessa esitetddn tarkeimmat periaatteet digitaalisen audion pakkaamisessa.
Erityisesti tarkastellaan huomattavan suosion saanutta MPEG-standardin ddnikoodauk-
sen osuutta. Kyseinen ddnikoodauksen standardi jaetaan kolmeen tasoon (layer) niiden
kompressiotehon mukaan. Taso 1 tuottaa huonoimman kompressiosuhteen, mutta on yk-
sinkertaisin toteuttaa ja tehovaatimukset ovat pienimmat. Jos laitteistotehoa riittdd eika
reaaliaikainen pakkaaminen ole valttdamatontd, voidaan kayttda korkeampia tasoja. Suu-
rempi kompressioteho vaatii suunnittelijoilta enemmaén paneutumista enkooderin ohjel-
mointiin (enemman ohjelmakoodia) seké laitteistolta enemman laskentatehoa. Standardin
madrittelyn mukaan ensimmadisen tason on méara tuottaa suunnilleen CD-tasoinen dani
kayttden 384 kilobittid sekuntia kohti. Tasoille 2 ja 3 tdma bittimddrd on 192 kb/s ja 128
kb/s. Adnen laatu mitataan kuuntelutesteissi, ja tulos on CD-tasoinen, jos kuuntelijoiden
havaitsema ero alkuperdisen ja pakatun version vililld ei ole tilastollisesti merkittava. Ko-
netehon kasvaessa kdytannon standardiksi useissa sovelluksissa on muodostunut taso 3
sen alhaisemman bittimadaran vuoksi. Reaaliaikaiset sovellukset kiyttdvat alempaa tasoa;
esimerkiksi digitaaliradio (DAB) perustuu tasoon 2.

Haviollisen kuvanpakkauksen standardit oli mahdollista esittdd melko véhéisin esitie-
doin. Tarkeintd osaa ndyttelivdat kuvien muunnokset, erityisesti diskreetti kosinimuunnos
eli DCT. Muunnoksen jdlkeen osa muunnoskertoimista jdtettiin koodaamatta tai koodat-
tiin pienemmalla tarkkuudella.
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Audiokoodauskin voitaisiin esittdd vastaavalla tavalla. Talloin riittdisi kdyda lapi au-
diosignaalille tehtdvd muunnos ja mainita, ettd osa kertoimista koodataan pienemmalla
tarkkuudella. Bittiviahennys pohjautuu kuitenkin monipuoliseen ja -tieteiseen teoriaan ih-
misen kuuloaistin havaintoprosessista (tdtd tutkiva tieteenala on nimeltdadn psykoakustiik-
ka). Tama teoria ndyttelee niin olennaista osaa audiokoodauksessa ja erityisesti sen tulevai-
suudenndkymissd, ettd my0s se on syytd kéasitelld. Ndin ollen ennen algoritmista vaihetta
tutustutaankin ddnen ja ddnihavainnon véliseen suhteeseen.

7.1 Kuuloaistin ominaisuuksia

7.1.1 Kuuloaistin anatomia

Anatomian kannalta ihmiskorva jakautuu kolmeen osaan, ulko-, véli- ja sisdkorvaan.! Ul-
kokorvaan kuuluvat korvalehti sekd korvakdytivd. Adnisignaalien kannalta korvalehti
vahvistaa edestd ja sivuilta tulevia d4dnid (n. 5 dB) samalla vaimentaen takaa tulevia dania.
Erityisesti korvalehti vahvistaa keskiddnid ja amplitudivasteen huippu on noin 2.5 kHz:n
kohdalla. Tamaén lisaksi myos korvakédytdava vahvistaa keskiddnid 5-20 dB ja vahvistus-
huippu on noin kolmen kilohertsin kohdalla. Vaikka keskiddnten vahvistuminen osittain
kumoutuukin vélikorvassa, saapuu sisdkorvaan keskiddniltadan vahvistunut danisignaali.
Sisdkorvan ddnid aistiva osa on nimeltdan simpukka, jonka sisdosassa on tyvilevy. Yksin-
kertaistettuna tyvilevy on ikddnkuin pitkd soittimen kieli, joka on jaykempi ja kapeampi
alkupéastd kuin loppupéddstd. Néin ollen suuritaajuiset ddniaallot saavan tyvilevyn kapean
osan vardhtelemddn (vrt. kitaran ohuet kielet) ja pienet taajuudet vaikuttavat enemman le-
veddn loppupéddhén (vrt. kitaran paksut kielet). Tyvilevyn liikkeitd on tunnistamassa 15000
karvasolua, joiden liikkeet valittyvét aivoihin. Aivot saavat ndin tiedon vardhtelyn maksi-
miamplitudin sijainnista ja muodostavat sen perusteella tulkinnan taajuudesta.

7.1.2 Kuuloaistin mallintaminen

Kehitettdessd matemaattisia malleja kuuloaistille on toimivaksi ratkaisuksi osoittautunut
olettamus, jonka mukaan kuulokéytdva jakaa ddniaallot eri taajuuskomponentteihin erdan-
laisten kaistanpééstosuodinten avulla. Erdédn tutkimuksen tuloksena® julkaistiin tauluk-
ko 24:sta kaistanpadstosuodattimen rajataajuudesta. Tutkimuksessa oletetettiin suodinten
olevan ldhelld ideaalisia kaistanpédastdosuotimia, mutta myshempi tutkimus on osoittanut
taman olettamuksen vadraksi.

Melko hyviin tuloksiin paastaan kuitenkin mallintamalla kuuloaistia ei-ideaalisilla kais-
tanpadstosuotimilla. Téllaisten suodinten kaistanleveyden on havaittu riippuvan niiden
keskustaajuudesta. Jos titd riippuvuutta havainnollistetaan tdyslogaritmisella asteikolla,
voidaan voimakkaasti yksinkertaistaen sanoa kaistanleveyden kasvavan suunnilleen eks-
ponentiaalisesti suhteessa tarkasteltavaan taajuuteen. Ndin ollen spektrin estimoinnin re-
soluutio on paras pienilla taajuuksilla ja heikoin suurilla taajuuksilla.

Lisétietoja 16ytyy esim. E. Haug, O. Sand, @. Sjaastad, K. Toverud, Ihmisen fysiologia, WSOY 1995.
2B. Scharf, "Critical bands", teoksessa Foundations of modern auditory theory, Academic press, New York,
1970.
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Adnisignaalin jako eri taajuuskaistoihin on pohjana audion koodaukselle. Koodauste-
hokkuuden kannalta tdhdn on kaksi syytd. Ensinnékin talloin voidaan pakkaus optimoida
sopivaksi ihmisen kuulokdyrdn mukaan ja toiseksi voidaan kayttdd apuna peittoilmioti.

7.1.3 Kuulokayri

Kuuntelutesteissd on havaittu ihmisen kuuloaistin herkkyyden noudattavan suunnilleen
seuraavien kuvien mukaista kuulokayraa.
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Vasemmanpuoleinen kuva esittdd kuulokdyraa logaritmisella asteikolla. Oikeanpuolei-
sessa kuvassa sama kédyra on esitettynd lineaarisella asteikolla. Logaritminen asteikko on
yleisemmin kéytetty, koska se kykenee kuvaamaan kuuloaistin toimintaa havainnollisem-
min.

Kuvien pystyakseli esittdd pienintd havaittua ddnenpainetta kullakin taajuudella. Esi-
merkiksi puhdas sinisignaali taajuudella 500 Hz on mahdollista kuulla, jos sen danenpaéi-
ne on vihintddn 5 dB. Kédyran alapuolelle jadvia taajuus-ddnenvoimakkuus-yhdistelmia ei
ihmiskorva kuule.

Pystyakselilla on desibeleissd ilmaistu ddnenvoimakkuus. Adnenvoimakkuudet ilmais-
taan suhteessa pienimpéaan kuultavissa olevaan ddneen, jonka voimakkuus on néin ollen 0
dB (n. 1-3 kHz taajuudella, vaihtelee ldhteen mukaan). Toisinaan kdytetdan merkintad "dB
SPL", jossa SPL on lyhenne sanoista sound pressure level. Nimi viittaa ddnenpainetasoon ja
sitd kautta ddnen intensiteettiin, jonka yksikkd on W/m?. Nolla desibelid méaéritelldan in-
tensiteetiksi 1072 W/m?. Niin ollen esimerkiksi lukeman 50 dB tarkoittama intensiteetti
saadaan yhtdlosta

X
1010g10 10—_]2 = 50,

eli
x =107 W/m?.

Kuulokdyraa hyvaksi kdyttamalld voitaisiin jo sddstaa bitteja jattamalla kaikki sen al-
le jadvat ddnet tallentamatta. Alla oleva kuva vertaa erddn naytesignaalin taajuuskompo-
nentteja kuulokynnykseen. Kuviosta ndhddan, ettd hyvin pienet ja hyvin suuret taajuu-
det jaavat kuulokynnyksen alapuolelle ja voidaan ndin ollen esimerkiksi suodattaa pois
signaalista. Suodatuksen tuloksena on yksinkertaisempi signaali, mikd ndkyy entropian
pienenemisenad.
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Todellisuudessa tilanne ei ole aivan ndin yksinkertainen, silla kuulokynnysta kuvaa-
va kdyréa patee puhtaille siniddnille, joilla on siis vain yksi taajuuskomponentti. Esimerkin
puhesignaalin taajuussisdltd on monimutkaisempi, jolloin jotain saattaa jadda kuuluviin.
Lisédksi kdyrdn alle jadvat komponentit tulevat esiin, jos kayttdjalla on mahdollista kontrol-
loida d&dnenvoimakkuutta. Néin ollen on tarkasteltava samanaikaisten ddnten yhteisvaiku-

tusta kuulohavaintoon.
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7.1.4 Peittoilmio

Koodauksen kannalta kuulokynnystd hyodyllisempi kuuloaistin ominaisuus on peittoil-
mio (maskeeraus, masking effect). Tuomainen® méérittelee peittoilmion toisen signaalin
(maskeeraajan, maskin) aiheuttamaksi hdirinnédksi kohdesignaalin havaitsemisessa. Mas-
kaajasignaali on siis voimakkaampi ddni, joka peittdd heikomman &ddnen alleen. Kédytan-
nossa tama ilmenee esimerkiksi siten, ettd kovadanisen musiikin (maski) soidessa normaali
puhe (kohdesignaali) ei kuulu.

Yleensa peittoilmio jaetaan kahteen eri tyyppiin, samanaikaiseen ja ei-samanaikaiseen. Sa-
manaikaisessa peittoilmiossd sekd maskaajasignaali ettd kohdesignaali kuullaan yht&ai-
kaa. Jos maskaajasignaali on kohdesignaalia voimakkaampi, kohdesignaali peittyy kuulu-
mattomiin. Samalla peittyy osa maskaajasignaalia ymparoivistd taajuuksista oheisen ku-
van mukaisesti.

Kuvassa on esitetty yksi voimakas taajuuspiikki taajuudella 10%® ~ 178 Hz. T&lldin
kuulokynnys muuttuu siten, ettd korva ei kuule ympaéroivid taajuuksia kuulokynnyksen
mukaisesti vaan huonommin. Nyt kaikki kuvan yhtendisen viivan alle jadvéat ddnet (taajuus-
voimakkuusyhdistelmét) jadvat kuulumattomiin. Alykds koodausmenetelmd ymmartaa
talloin koodata kyseiset taajuudet pienemmallad tarkkuudella ja sdédstdd ndin bitteja.

Yksittdisen ddanen muodostama maskikuvio riippuu my6s ddnen luonteesta. Kohina-
tyyppiset ja laajakaistaiset ddnet peittavat muita ddnid alleen tehokkaammin kuin saan-
nolliset ddanet.

3]. Tuomainen, "Psykoakustiikka: akustiikan ja havainnon vilinen suhde", teoksessa Revonsuo et al. (toim.),

Mieli ja aivot: kognitiivinen neurotiede, Kognitiivisen neurotieteen tutkimusyksikko, Turun yliopisto, Turku,
1996.
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Ei-samanaikainen peittoilmio tarkoittaa sitd, ettd voimakas yksittdinen ddni peittdd mui-
ta lahitaajuuksilla olevia ddnid my0s jonkin aikaa sen jalkeen kun maskaajaédéni itse on lop-
punut. Tdma johtunee siitd, ettd korva ei ehdi aivan heti palautua entiselleen eikd havait-
se heikkoja ldhitaajuuksien dédnid aivan taydellisesti. Ei-samanaikaisen peittoilmion kesto
on kymmenien tai satojen millisekuntien luokkaa. Esimerkiksi 80 ms = 0.08 s vastaa 44.1
kHz:n ndytteenottotaajuudella 3528 nédytettd. Ndin ollen muutaman tuhannen seuraavan
ndytteen kyseiset taajuudet voidaan koodata pienemmalld tarkkuudella. Bittisddstd voi
ndin muodostua merkittaviaksi. Ei-samanaikainen peittoilmio ei kuitenkaan ole yhta voi-
makasta kuin samanaikainen, eikd sen avulla voida ndin ollen saavuttaa yhtd merkittavia
bittisddstoja.

Yllattava havainto on, ettd ei-samanaikainen peittoilmi6 toimii my®os toiseen suuntaan.
T&lloin voimakas maskaajadéani peittdd ldhitaajuudet myos ennen alkamistaan. Tuomainen
viittaa selitysmalliin, jonka mukaan ilmi6 johtuu lyhytaikaisen sensorisen muistin (ns. kai-
kumuistin) toiminnasta. Riippumatta syistd, ilmi6td on helppo hyodyntdd ohjelmistotasol-
la samaan tapaan kuin peittoilmittd yleensdkin.

7.2 Peittoilmion hyviksikdytto audion koodauksessa

Molempiin peittotyyppeihin on olemassa matemaattiset mallit, jotka toimivat kohtuulli-
sen hyvin. MPEG-standardikin maéérittelee kaksi ohjelmarutiinia, jotka laskevat annetun
signaalin kokonaismaskin. Kokonaismaski tarkoittaa eri taajuuskomponenttien yhteisvai-
kutusta. MPEG-standardin malli 1 on yksinkertaisempi ohjelmoitava ja nopeampi lasket-
tava, mutta toisaalta epatarkempi. Nain ollen se soveltuu tilanteisiin, joissa laskennan on
oltava nopeaa ja bittimédaran ei tarvitse olla optimaalinen. Malli 2 on monimutkaisempi ja
tarkempi.

Erds peruslahtokohdista MPEG-standardointitydssa on ollut jattdda mahdollisimman
paljon vapauksia enkooderin sunnittelijalle. MPEG maidrittelee vain bittivirran, mutta ei
menetelmid sen luomiseksi. Standardin mallit ovat vain (hyvid) esimerkkeja. Mikdan ei pa-
kota pakkausohjelman suunnittelijaa kdyttamédan kumpaakaan niistd. Nopea (joskin tuh-
laileva) ratkaisu on olla kdyttaimatta kumpaakaan psykoakustisista malleista. Toisaalta ke-
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hittyneiden pakkausohjelmien algoritmit perustuvat viritettyihin psykoakustisiin mallei-
hin, jotka ovat standardimalleja tarkempia. Mitd tarkempi malli on, sitd enemmaén bitteja
voidaan jdttdd pois ilman kuuluvaa eroa alkuperdiseen. Lisdtietoja aiheesta 16ytyy verkos-
ta vaikkapa hakusanoilla "psychoacoustic model MPEG".

7.2.1 Taajuusalueiden erottelu

Jotta peittoilmitta voitaisiin kadyttaa tehokkaasti hyviksi, ddnisignaali jaetaan ensin eri taa-
juuskomponentteihin. MPEG-standardin mukaan tdmaé tapahtuu 32:lla kaistanpaastosuo-
timella, joiden pédastokaistat ovat yhtd levedt ja erilliset. Jos esimerkiksi ndytteenottotaa-
juus on 32 kHz, jokaisen suotimen padstokaistan leveys on 16000/32 = 500 Hz. Ensimmai-
sen suotimen paastokaista on siis 0-500 Hz, toisen 500-1000 Hz ja niin edelleen. Téllaisesta
suodinkokoelmasta kédytetddn nimed suodinpankki (filter bank) ja erddan suodinpankin suo-
dinten amplitudivasteet on esitetty alla olevassa kuvassa.
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Aénisignaali suodatetaan jokaisella suodinpankin suotimella, ja tuloksena saadaan 32
signaalia joista kukin esittdd yhta taajuuskaistaa. Ndiden 32:n signaalin nédytteenottotaa-
juus pudotetaan kertoimella 32 eli yhteen kilohertsiin. Talloin korkeammat taajuudet las-
kostuvat taajuusalueelle 0-500 Hz. Tama ei kuitenkaan haittaa, silld tuon taajuusalueen
informaatio suodatettiin pois aiemmin. Néin ollen laskostuminen ei sekoita taajuusinfor-
maatiota ja alkuperdinen signaali voidaan palauttaa moduloimalla desimoitua versiota.

Alla olevassa kuvassa on yksi 500 Hz levyinen kaista alkuperdisestd signaalista esitet-
tynd aika- sekd taajuusalueella.

Yhden taajuuskaistan alkuperainen signaali

Yhden taajuuskaistan alkuperéinen spektri
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Kuvasta ndhdéén, ettd kapeakaistaisuudesta johtuen signaali on melko yksinkertainen
suureen ndytteenottotaajuuteen ndhden. Kun signaali desimoidaan kertoimella 32, taa-
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juusalue 3000-3500 Hz laskostuu taajuuksille 0-500 Hz. Samalla ndytteiden méaara putoaa
yhteen kolmaskymmeneskahdesosaan alkuperdisestd. Tulos on esitetty alla olevassa ku-

vassa.
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Lopputuloksena on siis 32 signaalia, joiden nadytteenottotaajuus on 1 kHz ja joista kukin
esittdd yhtd taajuuskaistaa alkuperdisestd signaalista. Ndytteet on esitetty 16:1la bitilld ku-
ten aiemminkin. Periaatteessa tdssd vaiheessa alkuperdinen signaali on vield tdaydellisesti
rekonstruoitavissa. Lisdksi ndytearvojen lukuméaérd on sama kuin ennen jakoa eri taajuus-
kaistoille (alussa yksi signaali ndytteenottotaajuudella 32 kHz, nyt 32 signaalia nédytteen-
ottotaajuudella 1 kHz). Enkooderi tallentaa signaalin nimenomaan tdssé esitysmuodossa
pienennettyddn ensin kunkin taajuuskaistan bittimdardd seuraavan kappaleen periaattei-

den mukaan.

Tastda voidaan dekoodausvaiheessa saada palautettua miltei tarkalleen alkuperdinen
signaali. Ensimmadisessd vaiheessa interpoloidaan kertoimella 32, jolloin saadaan alla ole-
van kuvan mukainen signaali.
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Tamdén jdlkeen signaali moduloidaan kosinisignaalilla, jonka taajuus on 3000 Hz. Ker-
tolasku aikatasossa vastaa konvoluutiota taajuustasossa, ja nyt konvoluutio otetaan siis
signaalin spektrin ja kosinin spektrin (yksi piikki taajuudella 3000 Hz) vélilla. Tuloksena
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alkuperdinen spektri siirtyy 3000 Hz suuremmalle taajuudelle. Tulos ndkyy alla olevassa

kuvassa.
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Spektrista ndhddan, ettd my0Os negatiiviset taajuudet siirtyvit taajuusasteikolla 3000
Hz ylospédin, mutta ne voidaan poistaa ylipadstosuodatuksella. Tulos on esitetty alla ja se
on hyvin ldhelld alkuperdista. Vahdiset muutokset johtuvat desimoitaessa tapahtuvasta
laskostumisesta. Todellisessa jdrjestelmédssd nekin kumoutuvat muiden taajuuskaistojen
laskostumisilmididen kanssa.

Signaali suodatuksen jéalkeen
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Rekonstruktiovaihetta voidaan yksinkertaistaa jattamalla modulointi pois. Tdaméd on-
nistuu tarkastelemalla ndytteenottotaajuuden kasvattamista (lohkokaaviossa ) lahem-
min. Tdmé&n operaation jdlkeen (ennen interpoloinnin jédlkeistd alipadstosuodatusta) sig-
naalin spektri ndyttdad seuraavalta.
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Desimoitu signaali nollien lisaamisen jélkeen
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Kuten interpoloinnin yhteydessd havaittiin, nollien lisdédminen muodostaa kopioita al-

kuperéisestd spektristd korkeammille taajuuksille. Koska alkuperdinen taajuuskaista sijait-
si korkeammalla taajuudella, voidaan yhtd hyvin kayttda sielld valmiiksi olevaa kopiota.
Alipadstosuodatuksen ja moduloinnin asemesta voidaan siis kdyttdd vain yhtd kaistan-
paastdsuodatusta, joka erottelee kaistalla 3000 Hz-3500 Hz olevan kopion. Tulossignaali
spektreineen on alla.

Kaistanpaastosuodatettu signaali
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Kaistanpaastosuodatetun signaalin spektri
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Joka toinen spektrin kopio on alkuperdisen spektrin peilikuva. Tamd ei kuitenkaan
haittaa, silld samat spektrit peilautuivat jo kerran laskostuessaan nédytteenottotaajuutta
pienennettdessd. Ndin ollen niiden spektrit ovat todellisen spektrin peilikuvia silloin, kun
ndytteenottotaajuutta aletaan nostaa. Peilautuessaan toisen kerran nollia lisdttaessd ne kaan-
tyvét automaattisesti oikein pdin.

Suodinpankin lohkokaavio on alla olevassa kuvassa. Vasemmalla signaali x(n) jaetaan
N:1l4 kaistanpadstosuotimella taajuuskaistoihin ja yksittdisid taajuuskaistoja esittavien sig-
naalien ndytteenottotaajuus pudotetaan kertoimella N. Taajuuskaistoja esittavat signaalit
voidaan nyt pakata, eli ne voidaan esittdd pienemmadlld tarkkuudella kuten seuraavas-
sa kappaleessa esitetddan. Kun alkuperdinen signaali halutaan palauttaa kompressoidusta
versiosta, nostetaan taajuuskaistojen ndytteenottotaajuudet ensin nollia lisddmalld samak-
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si kuin alkuperdiselld signaalilla. N&in saaduista signaaleista irrotetaan oikea taajuuskaista
kaistanpédastosuodatuksella. Tassd voidaan kdyttdd samaa suodinta, jolla kaista alunperin
erotettiin signaalista x(n). On tosin mahdollista kdyttdd muutakin suodinta, mutta suoti-
met H;(z), H,(z),. .., Hn(z) kelpaavat yhtd hyvin. Ndin saadut taajuuskaistat summataan
yhteen ja saadaan signaalin x(n) approksimaatio y(n).
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Pakkaamisen kannalta olennaisin vaihe on seuraava. Siind taajuuskaistojen esittami-
seen tarvittavia bittimdarid aletaan vdhentda. Bittivihennys tapahtuu siitd esitysmuodos-
ta, jossa on 32 yhden kilohertsin nédytetaajuudella olevaa signaalia.

7.2.2 Kvantisointikohinan peittyminen ja bittien jakaminen eri taajuuk-
sille

Téssa vaiheessa on kdytossad rutiini (psykoakustinen malli), joka laskee kokonaismaskin
parametrina saamansa signaalin perusteella. Tdtd mallia voidaan verrata signaalin taa-
juussisdltoon. Alla olevista kuvista vasemmanpuoleinen esittdd erddn signaalin spektrid
(pystypylvait) seka siitd ja kuulokdyrasta laskettua kokonaismaskia (yhtendinen kdyra)?.
Oikeanpuoleisessa kuvassa on kokonaismaski. Kokonaismaski noudattaa siis kuulokdy-
ran muotoa, mutta signaalin voimakkailla taajuuksilla nousee hieman ylemmas.

Kokonaismaskista ndhddan kullakin taajuusalueella voimakkain signaali, joka alku-
perdiseen voidaan lisdtd ilman ettd kuuntelija havaitsee sitd. Ndin ollen kuvaaja ilmaisee
myos, kuinka suuri méara kvantisointikohinaa signaalin eri taajuuksilla voi olla. Téstd voi-
daan paatelld pienin bittimdara jolla kukin 32:sta eri taajuuskaistoilla olevasta signaalista
taytyy esittdd ilman havaittavaa laadun heikkenemista.
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Signaalin sisdltdimid taajuuksia on tapana vertailla kokonaismaskiin tarkastelemalla
ndiden erotusta. Seuraavassa kuvassa on kyseinen erotus (siis ylhdalla vasemmassa ku-

“Esimerkin signaali on todellinen d4nisignaali, mutta kokonaismaski on vain esimerkki eik sité ole las-
kettu milladn kdytossa olevalla rutiinilla.
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vassa olevat pylvaat miinus oikeassa kuvassa olevat pylvéit). Tastd erotuksesta kidytetdan
nimed signaali-maski-suhde (signal-to-mask ratio, SMR).
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Signaali-maski-suhdetta voidaan vertailla siihen signaali-kohina-suhteeseen, joka syn-
tyy esitettdessd signaali b:1ld bitilld. Kaytetddn tastd merkintdd SNR(b). Talloin riittava eh-
to sille, ettei bittivahennyksestd seuraava kvantisointikohina kuulu, on

SMR < SNR(b). (7.1)

Signaali-kohina-suhde riippuu signaalin amplitudista, mutta tdssa esimerkissd voidaan
olettaa vastaava malli kuin kappaleessa 1. Tuolloin paddyttiin kaavaan

SNR(b) ~ 6.02b — 1.25.
Sijoittamalla tdima lauseke kaavaan (7.1), saadaan epayhtalo

SMR < 6.02b — 1.25.

Téastd on helppo ratkaista b:
SMR + 1.25

6.02

Tamédn kaavan mukaiset minimibittimddrat eri taajuuskaistoille on esitetty seuraavassa
kuvassa.

b >

Bittien lukumaara
o L N w ) (5] o
i

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Taajuus (Hz)

Kéaytannon tilanteissa voisi olla varminta antaa bittejd hieman avokatisemmin myos
korkeille taajuuksille. Jos kokeeksi kullekin taajuudelle annetaan yksi ylimdardinen bitti
ylld olevien lisdksi, saadaan koodauksen ja dekoodauksen jdlkeen seuraava taajuussisalto.
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Ylempi kuvaaja esittdd alkuperdisen signaalin spektrid ja alempi hdviollisen koodauk-
sen tulossignaalin spektrid. Bitteja on nyt koko 32000 nadytteen mittaiseen signaaliin kay-
tetty 60000, eli 1.88 bittid/nédyte alkuperdisen 16 bittid/ndyte sijasta’. Ero ndkyy selvés-
ti, ja on myos kuultavissa ddnisignaalissa, mutta se on yllattdvan pieni ottaen huomioon
kompressiosuhteen ja miltei arvaamalla valitun kokonaismaskin. Tamén lisdksi nédyte oli
pitkd verrattuna todellisten koodereiden kadyttamiin ikkunoihin (mp3:ssa tyypillinen ik-
kunan pituus on 64 — 1024 néytettd). Siksi my0s taajuudet olivat enemmaén hajallaan.

Esimerkissa bittejd jaettiin signaalin taajuussisdllon mukaan. Téstd seuraa, ettd bittitar-
ve vaihtelee ajan myotd. Tallaisesta koodauksesta kdytetdan MPEG:in yhteydessd nimea
variable bitrate (VBR) ja sopiva suomennos voisi olla vaihtuvan bittinopeuden koodaus. Useis-
sa mp3-koodereissa ei kuitenkaan ole sen hyddyllisyydestd huolimatta mahdollisuutta
VBR:n kdyttoon, vaan bittinopeus on kiinnitetty etukéteen.

Jos bittinopeus on kiinnitetty, kooderilla on kdytossddn tietty bittimdara kullekin ikku-
nalle. Talldin ne jaetaan taajuuksien kesken iteratiivisesti luovuttamalla yksi bitti kerral-
laan sille kaistalle, jonka SMR:n ja SNR:n erotus® kulloinkin on suurin. Toisinaan bittejd on
enemman kuin tarvitaan ja toisinaan niita voitaisiin kdyttda enemmankin. MPEG:in tasot
1 ja 2 eivat vaadi dekoodereilta mahdollisuutta VBR:n kdyttoon, mutta jokaisen tason 3
dekooderin taytyy tukea VBR:&a.

Harjoitustehtavia

7.1. Kun kapeakaistainen signaali x(n) halutaan siirtdd korkeammalle taajuusalueelle,
kaytetaan modulointia. Tdlloin signaali x(n) kerrotaan pisteittdin kantoaallolla c(n) =
cos(2nf.n), missd f. kertoo kuinka paljon signaalin x(n) taajuuksia halutaan nostaa
(esimerkiksi arvolla f. = 0.25 taajuudet nousevat puolella Nyquistin rajataajuudes-
ta). Millainen spektri on tuloksena, kun signaali x(n) = sin(0.1 - 2n) moduloidaan
kantoaallolla, missa f. = 0.3? Piirr4 tilanteesta vastaavat kolme kuvaajaa kuin kuvas-
sa (kuvassa normalisoidun taajuuden f, tilalla on kulmataajuus w,, joten on muistet-
tava, ettd w. = 2nf.). Vapaaehtoinen lisdkysymys: osaatko sanoa mikd DFT:n omi-
naisuus selittdd modulaation?

@ X(e™)
/M [\
-2n Wy 0 Wy 2n W
® C(e®)
s b s b b
| ‘ ’ ’ | ’
-2n —2TT4, —0) 0 W 210, 2n 2w, )
© Y(e') raca,
-2m =274, O 0 W, 2TEW, 2n 2+, )

SEntropiakoodaus parantaa kompressiosuhdetta edelleen.
®Tasta erotuksesta kiytetdan nimed noise-to-mask ratio. NMR = SMR — SNR(b).
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7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

Jotta signaalin spektri pysyisi muuttumattomana, eivit vierekkaiset spektrin kopiot
saa mennd paallekkdin modulaatiossa. Mitka kaksi epayhtdloa kuvan muuttujien w,
ja wy valillad taytyy tdlloin olla voimassa? Jos haluat, voit muotoilla epayhtdlot myos
muuttujien f. ja fp avulla, missd w, = 2nf. ja wym = 27

(Matlab) Kopioi itsellesi tiedosto http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/

seiska.mat  ja lataa se Matlabiin. Aanindytteen ndytteenottotaajuus on 16000 Hz.
Suunnittele firl -rutiinilla alipdédstdosuodin (n. sata kerrointa), jonka rajataajuus on
kahdeksasosa ndytteenottotaajuudesta eli neljasosa Nyquistin rajataajuudesta. Suo-
data muuttujassa X oleva signaali suunnitellulla suotimella. Tdll6inhédn tulossignaa-
lin taajuudet ovat vélilla 0 — 2 kHz ja vélilla 2 — 8 kHz on tyhjaa tilaa (katso spektro-
grammi). Tehtdvén 7.2 merkinnéilld ilmaistuna fy, = 3. Minkd muodon tehtdvén 7.2
kaksi ehtoa nyt saavat ja missa rajoissa kantoaallon taajuuden f. tulee olla? Moduloi
nyt suodattamasi signaali samanmittaisella kantoaallolla c(n) = cos(27tf.n), missd
f. on mainittujen rajojen vilissd, ja katso spektrogrammi. Modulointi nosti signaalin
spektrid ylospéin siten, ettd nollataajuus nousi f.:n verran korkeammalle. Tee remez
tai firl -rutiinilla suodin, joka poistaa negatiiviselta puolelta taajuuksille 0 — f. tul-
leet haamutaajuudet. Kuuntele tulos ja katso spektrogrammi. Tee samat testit myos
muutamalla muulla sopivalla muuttujan f. arvolla.

(Matlab) Edellisen tehtdvan moduloidut signaalit saadaan palautettua alkuperaisiksi
demoduloimalla ne, eli kdytannossa kertomalla ne uudelleen kantoaallolla ja poista-
malla muut kuin alkuperdisessa signaalissa olleet taajuudet [0, fy/). Tee testit edelli-
sen tehtdvan kantoaalloilla ja vertaa demoduloinnin tulosta alkuperdiseen spektro-
grammissa ja kuuntelemalla.

(Matlab) Laaditaan MPEG-standardin mukainen suodinpankki, jota voidaan kayt-
taa taajuuksien erottelussa 32:lle kaistalle. Oletetaan, ettd ndytteenottotaajuus on 32
kHz, jolloin yksi taajuuskaista on 500 Hz. Luo ensin prototyyppisuodin, jonka perus-
teella muut suotimet suunnitellaan’. Kyseinen suodin on alipdéstosuodin, joka péas-
tad lapi taajuudet 0-250 Hz ja poistaa muut (negatiiviselta puolelta mukaan tulevat
'haamutaajuudet” -250-0 Hz, siis yhteensd 500 Hz). Otetaan siis padstokaistaksi 0-180
Hz ja estokaistaksi 320-16000 Hz. Suunnittele Remez-algoritmilla tdllainen suodin,
jossa on 512 kerrointa (siis 512 on kerrointen lkm., ei aste). Kaistojen painot voit itse
valita. Kerro lopuksi kaikki kertoimet kahdella.

Jos em. suotimen kertoimista kdytetddn merkintdd h(n), kunn = 0,1,...,511, saa-
daan j:nnelld taajuuskaistalla oleva suodin kaavasta

(2§ — N(n—16)n
a—)

hj(n) = h(n) - cos (

missd j = 1,2,3,...,32. Kyseessd on siis prototyyppisuotimen modulointi.

Muodosta nédin saaduista suotimista 32 x 512-matriisi, jossa kullakin 32:1la vaakari-
villd on j:nnen suotimen 512 kerrointa. Ensin kannattanee luoda sopivan kokoinen
nollamatriisi (help zeros ) ja sitten for-silmukassa tayttdd rivi kerrallaan. Tulosta

’Standardin prototyyppisuodin ei ole juuri tim4 suodin, mutta vastaava.



112

SIGNAALINKASITTELYN SOVELLUKSET

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

kokeeksi muutaman suotimen taajuusvaste. Alla olevassa kuvassa on esimerkiksi
kaistoilla 1 (0-500 Hz), 2 (500-1000 Hz), 10 (4500-5000 Hz) seka 20 (9500-10000 Hz)

operoivien suodinten amplitudivasteet.
20 T T

0
_40 ttAMIA Hil i ! 0 i W = M‘ i Il HIIAH Hli H‘
| H

M

Amplitudivaste (dB)

-80 I I I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

Taajuus (Hz)

(Matlab) Lataa signaali handel ja ota siitd sekunnin mittainen ndyte alusta (8192
ndytettd). Irrota sen yhdeksés taajuuskaista edellisessa tehtdvassa suunnittelemallasi
suotimella. (Ndytteenottotaajuus on toinen, joten taajuusalue on alempana kuin ai-
kaisemmassa tehtaviassa. Talld ei ole timén tehtdvan kannalta olennaista merkitysta.)
Tulosta tuloksen spektri ruudulle. Voit nyt hiatatapauksessa tehdd spektriestimaatin
pelkélla FFT:114. Ota tuloksesta talteen ainoastaan joka 32:s ndyte (vaikkapa kaksois-
pisteen avulla, help colon ). Interpoloi timi signaali alkuperdisen mittaiseksi, ts.
kertoimella 32 (help interp ). Tulosta spektri ruudulle. Moduloi lopuksi viimei-
sintd signaalia kosinisignaalilla

B 9—1
c(n) = cos (7 ~7m) .

Luku "9’ viittaa yhdeksdnteen taajuuskaistaan ja ’32" on kaistojen yhteisméaara. Tu-
losta moduloidun signaalin spektri ruudulle. Huomaat, ettd mukaan on tullut myos
spektrin peilikuva negatiiviselta puolelta. Suodata saamasi signaali alkuperdiselld
suotimella, jolloin peilikuvan pitdisi poistua spektristd (timéd on yksi mahdollinen
tapa paasta eroon peilikuvasta, muitakin on).

(a) Erddn signaalin taajuuskaistalla 5000 Hz — 5500 Hz oleva danenvoimakkuus on
13.5 dB. Kyseisen kaistan kokonaismaski on puolestaan 5.2 dB. Montako bit-
tid /ndyte tarvitaan (monisteen mukaisilla kaavoilla) taajuuskaistalla olevan sig-
naalin koodaamiseen, jotta eroa alkuperdiseen ei kuulla?

(b) Taajuuskaistalla 7000 Hz — 7500 Hz oleva ddanenvoimakkuus on 14.1 dB ja kais-
tan kokonaismaski on 16.0 dB. Montako bittid tarvitaan, jotta eroa alkuperdiseen
ei kuulla?

(Matlab) Tehtavassa 7.5. suunniteltiin suodinpankki, joka jakaa signaalissa olevat taa-
juudet 32:een eri taajuuskaistaan. Suunnittele talld skriptilla kyseinen suodinpankki.
Lataa signaali handel muuttujaan y kaskylld load handel ja jaa se taajuusaluei-
siin suodinpankillasi (for-silmukassa, tms.). Muodosta suodatustuloksista matriisi,

jossa on 32 kappaletta 73113 ndytteen mittaisia signaaleita.

(Matlab) Ilman psykoakustista mallia jokaista kaistaa kéasitellddn samalla tavalla. Ko-
keillaan tdssa tehtdvassad psykoakustisen mallin vaikutusta.

8Tamad olisi nyt yksi niistd signaaleista, jotka talletetaan.
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Lataa kurssin kotisivulta tiedosto
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/Bittijakauma. mat

ja lataa se Matlabiin komennolla load . Vektoriin bits latautuu tdlloin 32 kokonais-
lukua, jotka on esitetty alla olevassa kuvassa.

Kvantisoi kukin tehtdvéan 7.8 tulossignaaleista vektorin bits  ilmoittamaan maaraan
ja summaa tulokset yhteen. Kvantisointia ennen kukin kaista taytyy skaalata vilille
[0, 1]. Esim. kaistalla k oleva signaali x kvantisoidaan y:ksi tadhdn tapaan:

M = max(abs(x));
y = M * quant(x / M, 27(-bits(k)));

Nain saatu tulos on siis kvantisoitu keskiméarin 3.9688 bittiin / ndyte. Kuuntele tulos
ja vertaa sitd siihen mitd saadaan jos kvantisoidaan alkuperdinen signaali suoraan
neljadn bittiin ilman jakoa 32 kaistaan. Ero ei ole suuri, mutta pitédisi selvasti kuulua.

Keskiméaarin 3.9688 bittia / nayte

7

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Taajuus / Hz
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Luku 8

Digitaaliset signaaliprosessorit

Téssd kappaleessa tutustutaan digitaalisiin signaaliprosessoihin (engl. digital signal proces-
sor; DSP), eli prosessoreihin, jotka on suunniteltu nimenomaisesti digitaalisen signaalin-
késittelyn tarpeisiin.

Tietokoneiden suorittamat tehtdvit voidaan jakaa kahteen luokkaan: yleiseen tiedon
kasittelyyn (jarjestaminen, haku, jne.) sekd aritmeettisiin operaatioihin. Perinteisesti tyo-
asemissa kaytettavat yleiskdyttoiset prosessorit on suunniteltu tehokkaiksi ensisijaisesti
ensimmadisessd tehtdvissd. Signaaliprosessoreissa sen sijaan on erityisesti panostettu arit-
meettisten tehtdvien nopeaan suoritukseen. Tdimé saadaan aikaiseksi toteuttamalla piiri-
tasolla tiettyjd kaskyjd, jotka tulevat usein vastaan DSP-intensiivisissd sovelluksissa. Pro-
sessorin tulee nimittdin olla nopea kertolaskuissa ja summauksissa, silld esimerkiksi FIR-
suodatuksessa konvoluutio lasketaan tulojen summana. Usein signaaliprosessorit on opti-
moitu myds kompleksilukulaskentaa edellyttdvan FFT:n laskemista varten.

Liséksi signaaliprosessorien arkkitehtuuri on suunniteltu tehokkaaksi suurien data-
madrien jatkuvaan késittelyyn. Signaaliprosessorilla tiettyyn tehtdvaan liittyvan suoritusa-
jan tulee nimittdin olla ennustettavissa ja mieluiten kiinted datasta riippumatta. Proses-
sointi onkin signaaliprosessoreissa yleensa reaaliaikaista ja jatkuvaa. Jos prosessori on esi-
merkiksi osana kuulolaitetta, prosessorin pitdd suoriutua tehtdvastaan pitkid aikoja yh-
tajaksoisesti ilman katkoksia, jotka aiheutuvat siitd, ettei prosessori pysy mukana AD-
muuntimen vauhdissa.

Perinteiset yleiskadyttoiset prosessorit noudattavat von Neumannin 1940-luvulla ehdot-
tamaa von Neumann -arkkitehtuuria, jossa suoritettava ohjelma ja késiteltdva data ovat sa-
massa muistilaitteessa. Esimerkiksi konvoluution perusoperaatio, eli kahden luvun kerto-
minen keskenddn vaatii tdlloin kolme kellojaksoa (kahden luvun haku muistista ja tulok-
sen siirto muistiin). Koska suotimen kertoimet pysyvét kuitenkin vakioina, saadaan las-
kusta helposti nopeampi kdyttamalla erillisida muisteja datalle ja ohjelmalle. Téllin suoti-
men kertoimet sijaitsevat ohjelmamuistissa. Prosessori voi yhden kellojakson aikana ha-
kea sekd datamuistista ettd ohjelmamuistista, jolloin kerrottavien lukujen hakuaika piene-
nee puoleen. Erillisten muistien arkkitehtuuria kutsutaan Harvard-arkkitehtuuriksi, koska
rakenne esiteltiin ensimmadisen kerran Harvardin yliopistossa Kaliforniassa.

Viime vuosikymmenind signaaliprosessoreissa huomio on kiinnittynyt entistd enem-
maén signaaliprosessoreiden mobiilikdyttoon. Prosessoreiden taytyy olla pienid ja kevyitd,
ja niiden tdytyy tuottaa vdahdn lampoa ja kuluttaa vahan virtaa. Osittain tdstd syystd sig-
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naaliprosessoreista on tullut hyvin halpoja yleiskéyttoisiin prosessoreihin nihden'. Hal-
paan hintaan vaikuttaa myos se, ettd tiettyd tehtdvaa varten valmistaja valitsee halvim-
man ja yksinkertaisimman tehtdvadn sopivan prosessorityypin, eikd tehokkainta markki-
noilta 16ytyvad mallia. Poytdkoneissahan tehoa ei koskaan ole liikaa, koska maksimitehoa
tarvitaan aina jossain tilanteessa. Signaaliprosessorissa kasiteltivda dataa tulee sen sijaan
yleensd vakiotahdilla, joten ylitehokkaan prosessorin kdytossé ei ole jarkea.

8.1 Circular buffering

Signaalinkdsittelyad kayttavissd laitteissa prosessointi on yleensa siis reaaliaikaista. Toisin
sanoen ulostulosignaali tuotetaan samaan aikaan kuin sisddntulosignaali saapuu laittee-
seen. Ulostulo on siis saatava tuotettua ldhes vilittomasti herdtteen tultua laitteeseen. Esi-
merkiksi puhelimessa viiveen tulee olla alle 10 millisekuntia, jotta puhuja tai kuuntelija
eivat huomaa viivetta.

Toteutettaessa reaaliaikainen FIR-suodatus, muistissa taytyy olla kerrallaan yhtd mon-
ta signaalin naytettd kuin on suotimen kertoimien maara. Naitd naytteitd paivitetddn jat-
kuvasti kun uusia néytteitd saapuu. Koska ndytteenottotaajuudet voivat olla suuria (esim.
44.1 kHz), tarvitaan tehokas rakenne ndytteiden tallettamista ja pdivittdmistd varten.

Yleisesti kdaytossd on niin sanottu circular buffering -rakenne. Periaate ndkyy alla ole-
vasta kuvasta, jossa on esitetty kahdeksan nédytteen puskurirakenne. Puskurin sisdlté on
esitetty kahdella perdkkaiselld ajanhetkelld.

Muisti-  Muistipaikan Muisti- Muistipaikan
osoite arvo osoite arvo
170 170
171 0.12678 <4— x[n-3] 171 0.12678 <4— x[n-4]
172 -0.20481 <4— x[n-2] 172 -0.20481 <4— x[n-3]
173 0.37245 <4— x[n-1] 173 0.37245 <4— x[n-2]
174 0.13903 <4— x[n] 174 0.13903 <4— x[n-1]
175 -0.19372 <4— x[n-7] 175 -0.04531 <4— x[n]
176 0.56328 <4— x[n-6] 176 0.56328 <4— x[n-7]
177 0.63995 <4— x[n-5] 177 0.63995 <4— x[n-6]
178 0.45914 <4— x[n-4] 178 0.45914 <4— x[n-5]
179 179

Puskuri ajanhetkella t Puskuri ajanhetkella t+1

IKirjoitushetkelld tyypillinen listahinta on parinkymmenen dollarin luokkaa.
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Rakenteen ideana on, ettd puskurin ensimmaisen muistipaikan ajatellaan olevan kiin-
nitetyn puskurin viimeiseen muistipaikkaan. Toisin sanoen kuvan esimerkissd muistipai-
kat 171 ja 178 ovat perdkkaisid aivan kuten esimerkiksi muistipaikat 174 ja 175 ovat perak-
kdisid. Tietoa siitd, missd viimeisin ndyte on, ylldpidetdadn osoittimen avulla. Kun saadaan
uusi ndyte, osoitin siirretddn seuraavaan muistipaikkaan. Puskurirakenteen tehokkuus pe-
rustuu siihen, ettd vain yhta ndytettd tarvitsee paivittda uuden ndytteen saapuessa.

Esimerkki: Tarkastellaan FIR-suodatuksen toteuttamista circular buffering -rakennetta
kayttden.

1. Lue arvo A/D-muuntimelta ja generoi keskeytys;

2. Kasittele keskeytys ja siirrd signaalin ndyte sisddntulosignaalin puskuriin;
3. Pdivita puskurin osoitinta;

4. Kay lapi kaikki suodattimen kertoimet:

(a) lue kertoimen arvo muistista

(b) pdivitd kertoimiin osoittavan osoittimen arvo seuraavaan kertoimeen
(c) lue ndytteen arvo puskurista

(d) péivitd ndytteisiin osoittavan osoittimen arvo seuraavaan ndytteeseen
(e) kerro nédytteen arvo kertoimen arvolla

(f) lisda tulos summa-rekisteriin (engl. accumulator)

(g) toista kunnes kaikki suotimen kertoimet on kayty lapi

5. Siirra tulos ulostulorekisteriin ja edelleen D/A-muuntimeen.

Signaaliprosessoreissa on olennaista, ettd esimerkin algoritmissa toistuvat operaatiot
pystytddn toteuttamaan nopeasti. Tarkeitd ovat erityisesti kohtaan 4 kuuluvat vaiheet, eli
muistista lukeminen, osoittimen paivittiminen, lukujen kertominen ja yhteenlasku. Useis-
sa prosessoreissa arkkitehtuuri onkin suunniteltu niin, ettd kaikki ndma toiminnot saadaan
suoritettua yhden kellojakson aikana eli kdytannossa siis yhdelld konekaskyllda. Tama ko-
nekdsky on nimeltddan MAC-operaatio (Multiply and ACcumulate), ja se kertoo kaksi lu-
kua keskendin ja lisdd tuloksen summamuuttujaan yhden kellojakson aikana. Perinteissa
mikroprosessoreissa jokainen vaihe vaatisi oman kdskynsa. Nykydaan MAC-operaatioita
voidaan suorittaa useampia yhdessé kellojaksossa, jolloin suodatus nopeutuu entisestaan.

Vastaavanlaisia operaatioita on viime aikoina tullut myos yleiskayttdisiin prosessorei-
hin. Intel esitteli vuonna 1997 laajennetun kidskykannan MMX-prosessorit, joissa on MAC-
operaatiota vastaava komento kokonaisluvuille. Lisdksi MMX-laajennuksen avulla yhden
kellojakson aikana voidaan suorittaa useita kokonaislukukertolaskuja. Sittemmin Intel on
laajentanut kdskykantaa myos liukuluvuille SSE, SSE2 ja SSE3 -laajennusten myo6ta. Myos
muilla prosessorivalmistajilla on nykyisin vastaavia tekniikoita kdytossa.
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8.2 Kiintedn vai liukuvan pilkun aritmetiikka?

Digitaalinen signaaliprosessori voidaan toteuttaa kdyttden joko kiintedn pilkun (engl. fixed
point) tai liukuvan pilkun (engl. floating point) aritmetiikkaa. Molempia esitystapoja kayt-
tavid prosessoreja on yleisesti saatavilla.

Perinteisesti liukulukulaskenta on ollut hitaampaa kuin kokonaislukulaskenta, mutta
nykyaikaisissa signaaliprosessoreissa ero on merkitykseton. Niinpa kiintedn pilkun arit-
metiikan kadytostd saatava merkittdvin hyoty on laitteen halvempi hinta sekd pienempi
koko ja virrankulutus. Liukuvan pilkun jarjestelmien etuja ovat laskennan suurempi tark-
kuus ja suurempi kédytossa oleva lukualue. Lisdksi ndiden laitteiden ohjelmointi on hel-
pompaa, silld ohjelmoijan ei yleensé tarvitse huolehtia ylivuotojen ja alivuotojen tai pyo-
ristysvirheiden vélttdmisesta.

Usein kiintedn pilkun aritmetiikkaa kannattaa kuitenkin kayttaa. Jos esimerkiksi A /D-
muunnoksessa kadytetdan joka tapauksessa pientd bittimaaraa, ei ole valttamatta jarkevaa
kayttad liukulukuja. Esimerkiksi usein videosignaali esitetddn kahdeksalla bitilld. Vastaa-
vasti jos toteutettavat algoritmit ovat melko yksinkertaisia, kannattaa harkita kiintedn pil-
kun aritmetiikkaa. Jos taas algoritmit ovat monimutkaisia, ne on paljon helpompi toteuttaa
liukuvan pilkun aritmetiikkaa kayttden. Yleisesti taajuustason algoritmit (kuten FFT) ovat
melko monimutkaisia, ja ne kannattaa toteuttaa liukulukuja kayttden.

Valintaan vaikuttaa useimmiten myos taloudellinen ndkdkohta. Kaytettdessd kiintedn
pilkun aritmetiikkaa, laitteen tuotantokustannukset saadaan painettua alas, mutta vastaa-
vasti laitteen suunnittelukustannukset saattavat nousta korkeiksi. Liukuvan pilkun arit-
metiikkaa kdytettdessa tilanne on painvastainen.

My®os prosessorin tehonkulutus on usein ratkaiseva valintaperuste. Monissa sovelluk-
sissa laitteen on toimittava pitkia aikoja samalla virtaldhteelld (akut, paristot, tms.), jolloin
tehon kulutus on ratkaiseva tekija. Kiintean pilkun prosessorien tehonkulutus on huomat-
tavasti liukuvan pilkun prosessoreita vihdisempi. Tallaisissa sovelluksissa voi joskus jopa
olla kannattavaa simuloida liukulukulaskentaa ohjelmallisesti kiintedn pilkun prosessoril-
la.

8.3 C:lla vai konekielelld?

Yleisesti signaaliprosessoreja ohjelmoidaan joko C-kielella tai suoraan symbolisella kone-
kielelld (assembler). Nyrkkisddntona on, ettd C-kielelld ohjelmointi on helpompaa ja no-
peampaa kuin konekielelld, kun taas taitava ohjelmoija saa tuotettua konekielelld nopeam-
paa koodia kuin C-kielella.

Yleisprosessoreja ohjelmoitaessa assemblerin kdyttd on nykyisin melko harvinaista.
Signaaliprosessoreissa sen kdyttd on kuitenkin edelleen hyvin yleistd, koska tyypillisesti
ohjelmat ovat lyhyitd (helppoja hallita), ja nopeus on kriittinen vaatimus. Kdantéjat eivat
nimittdin ole taydellisid, eivatkd ne valttamattd pysty hahmottamaan C-kielisen ohjelman
perimmadista tarkoitusta ja tehokkainta kddnnosta. Esimerkiksi FIR-suodin toteutetaan C-
kielelld for-silmukan sisdlld. C-kielisessd koodissa ei kuitenkaan ole enidi tietoa siitd, ettd
kyseessd on konvoluutio, joka voidaan toteuttaa tehokkaasti MAC-operaatioiden avulla.
K&antdja joutuukin tutkimaan silmukan alku- ja loppuehtoja sekd sen sisdlld kédytettavien
muuttujien riippuvuuksia toisistaan. Aina kddntdja ei loydd summausoperaatiota, joka oli-
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si tehokas toteuttaa MAC-operaatiolla tai pysty 1oytdimaan riippumattomia lohkoja, jotka
olisi mahdollista suorittaa rinnakkain.

Useat kddntdjat muuntavat C-koodin ensin Assembler-kieliseksi, josta on mahdollista
tarkastaa kuinka kadantdja tulkitsi C-kielisen koodin.

Harjoitustehtavia

8.1. Toteutetaan reaaliaikainen FIR-suodatin TI:n DSP Starter Kitilla C-kielisena rutiinina.
Tutustutaan tdssa tehtdvassa kortin kdyttoonottoon.

Alkuvalmistelut. Tarkista ensin kaikki kytkennét. Tietokoneen takana olevasta da-
nikortin vihredstd pistokkeesta kytketddn johto DSP-kortin sisidnmenoon (ko-
telossa lukee IN, tms.) Kotelossa on my®0s toinen 3,5 mm:n pistoke (OUT), johon
liitetddn kaiuttimien johto. Ndin ollen tietokoneen tuottama &édni menee DSP-
kortille, joka késittelee sen ja lahettdd edelleen ulostulon kautta kaiuttimiin. Tar-
kista myos, ettd tietokoneen takaa USB-vdyldstdi menee vaaleanharmaa johto
kortille. Tarkista vield, ettd kortti saa virtaa (vihred ledi palaa). Kdytd ohutta
mustaa virtajohtoa varmuuden vuoksi irti, jotta kortti on perustilassa, eiké esi-
merkiksi edellisen ryhman ohjelma jaa sinne pyoriméaan.

Kortin toimintaa testataan jatkossa soittamalla Windows Media Playerilld jompi
kumpi esimerkkikappaleista (tai nettiradio tms.). Myos Matlabissa on testisig-
naaleita (esimerkiksi komennot load handel.mat; soundsc(y, 8192); ).
Testisignaali prosessoinnin jdlkeen pitdisi saada kuulumaan kaiuttimista. Tieto-
koneissa on sisdiset kaiuttimet, joten voit kuunnella alkuperdisen signaalin ir-
rottamalla audiokaapelin koneen takaa. Talloin kone kayttda sisdisid kaiuttimia.

Ohjelmisto. Ohjelmointitydkalu (Code Composer Studio 4.2; CCS) on asennettu, ja
kuvake loytyy tyopoydalta:
aF
Elagal=
L0 THOSED
SHtafafiei e

Ohjelman pohjana kdytetdan esimerkkiohjelmaa, joka 10ytyy osoitteesta
http://lwww.cs.tut.fi/kurssitYSGN-1251/TI-tyo.zip

Pura tiedosto esim. hakemistoon P:\My Documents\TI\

Laitteiston testaus. Kdynnistd Code Composer Studio. Ensimmaiselld kdynnistys-
kerralla ohjelma kysyy oletushakemistoa uusille projekteille, mihin kannattaa
antaa oma kotihakemistosi tai sen alikansio (esim. P:\My Documents\TI\ ).
Tamén jdlkeen aukeaa musta Welcome-screen, jonka oikeassa yldlaidassa on
CCSin ikoni ja teksti "start using CCS". Klikkaa ikonia ja alla olevan kuvan mu-
kainen tyopoOytandkyma aukeaa.
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.
W% C/C++ - Code Composer Studio (Licensed : 29 Days Remaining) = [ Bl
File Edit View Navigate Project Target JTools Scripts Win H
BRSO~ $ S v = [ETes)

[ €/C++ Projects £2 Elal = 5 || B2 outline 52 =

B An outline is not available.

Avaa seuraavaksi lataamasi ja purkamasi projektipohja jonka purit hakemistoon
PA\My Documents\TI\ . Tama& onnistuu valikoista: Project — Import Existing
CCS/CCE Eclipse Project. Aukeaa dialogi, jolle tdytyy antaa hakemisto, jos-
ta projekti 16ytyy (siis P:\My Documents\TI\Loop_Intr\ kohtaan Select
search-directory). Jos kaikki meni oikein, CCS 16ytdd valmiin projektipohjan ja
dialogi ndyttdd seuraavalta.

<+ Import CCS Eclipse Projects ==
Select Existing CCS Eclipse Project  f—
Select a directary to search for sxisting CCS Eclipse projects, / {
-
© Select search-directory: | P:\My Dacuments\TRLoop,_intf [ Browse. |

) Select archive file:

Discovered projects:

...... [ 5 Loop_intr (PAMy Documents\ThLeop._intr) [ seectan |

[ Deselectau. |

|| Refresh |

["] Copy projects into workspace

@ Finish | | Cancel

Ikkunan vasemmassa laidassa on tdman jdlkeen alla olevan kuvan mukainen
puu. Muokattava C-ohjelmakoodi on nyt tiedostossa Loop_intr.c . Avaa tie-
dosto ja tarkista ettd sieltd 16ytyy funktio interrupt void c_int11() . Laite
kutsuu tdtd funktiota joka kerta kun uusi ndyte saapuu A/D-muuntimelta, eli
24000 kertaa sekunnissa (oletusasetuksilla ndytteenottotaajuus on 24 kHz).
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@ C/C++ Projects &2 =
EEN
=-1=: Loop_intr [Active - Debug]:
[i-4» Binaries
o[ Includes

£

m-(= CSL
-z Debug
[-(= dsk6713

@[ Release

- [n] C6713dskinit.h

-6 c6T13dskinit.c

- [g Loop_intr.c

-8 Vectors_intr.asm

..... ® C6713.coxml [Active/Default]
..... & C6T13dsk.emd

..... % Loop_intr.pjt

Ohjelman raakaversio kopioi jarjestelméén tulevan signaalin sellaisenaan ulos-
tuloon, joten on hyva testata silld ettd kaikki toimii kuten pitdadkin. Ohjelman voi
kdantad esim. klikkaamalla hiiren oikealla napilla avointa projektia (Loop_intr

jolloin aukeaa alla olevan kuvan mukainen valikko.

% C/C=+ - Loop.intr.c - Code Composer Studio (Licensed : 20 Days Remaining)

[SRASE. X

File Edit View Mavigate Project Target Tools Scripts Window Help

= Copy filtering buffers as g

% Delete frferLength 256

Refactor } tBuffer(bufferlength];
= stBuffer[bufferlength];
£ Refresh b R s
Close Project
Debug As v [
oid c_int1l()
Teamn |

Compare With »
Restore from Local History..

Link Files to Project..
Add Files to Project...

Open Target Configuration eftSample;

Build Properties. hghtSample;

Debug Properties... prutSanple; i
broutsample;

Properties

/Loop_intr

EDlErY s = )
[ €/Ce + Projects 53 = 8| [& Loop_intr.c 31 = 8|8 outline 32 =0
@ BST 7 z B e ™
= IE T e e o gaks713 i
14y Binaries t o U mathh
o Golnto @ fs
-4 bufferLength
Open in New Window ® inputBufer
| G Set as Active Project ®  outputBuffer
| 3 . @ n
[B CET13dskinit.h Rebuild Index N R R SOE I ST 3 @ cintll
€] c6713dskinit.c Active Build Configuration b o
f-[€ Loop_intr.c Convert To.., Hsk6713_aic23.h" //codec-DSK support file
[8 Vectors_intrasm Clean Project nath.h>
- C6T13.coml [Active/D¢  Build Project
[ C6713dsk.cmd Rebuild Project DSK6713_ATC23_FREQ 24KHZ:
% Loop_intr.pjt

)I

Ohjelma kddnnetddn ajettavaan muotoon valitsemalla yo. valikosta "Build Pro-
ject"(tai ndppdinyhdistelmalla Ctrl-B). Jos kaikki meni oikein, ruudun alalaidas-
sa olevissa ikkunoissa pitdisi olla alla olevan mukainen nakyma.

El Console &2 = O |2 Problems &2 H¥ =0
C-Build [Leop_intr] 0 errors, 6 warnings, 0 infos
53] II‘ o > [~ Description : =

= %: Warnings (6 items)
& creating ".stack” section with defaul
& creating output section ".vecs” withs

option to change the default i
size
'Finished building target:
Loop intr.out' & function declared implicitly
o & function declared implicitly
& function declared implicitly
& function declared implicitly b
-« . =l »

Build complete for project
Loop_incr

Jos Problems-ikkunassa on virheita (errors), tulee ne korjata ennen kuin ohjelma
kdantyy. Ohjelma voidaan siirtdd prosessorille ja laittaa ajoon klikkaamalla alla
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olevan kuvan mukaista Debug-nappia ja sieltd valintaa Debug Active Project.

8.2. Jatkoa edelliseen tehtdvddn. Edellinen tehtdva oli testi, jolla testattiin laitteiston toi-
mintaa. Seuraavaksi toteutetaan FIR-ylipddstosuodin muokkaamalla ohjelmakoodia
tiedostossa Loop_intr.c . Avaa kyseinen tiedosto.

Tiedoston alussa on maéérittely
interrupt void c_int11()

Tdama on funktio, jota jarjestelmd kutsuu aina kun uusi ndyte on valmis késiteltavaksi
(siis 24000 kertaa sekunnissa). Funktio saa uusimmat néytteet riveilld

leftSample = input_left_sample();
rightSample = input_right_sample();

Funktio pitdd itse muistissaan aiemmin tulleet ndytteet taulukossa
short inputBuffer[bufferLength];

Funktio tallentaa my0s vanhat ulostulondytteet, mutta niita ei tdssa tehtavassa kay-
tetd (koska suodin of FIR eika IIR).

Funktion keskivaiheilla on rivi:
outputSample = inputSample;

Tdaman rivin tilalle tulee FIR-suotimen toteuttava ohjelmalohko, jonka ulostulo si-
joitetaan muuttujaan Loop_intr.c . Ohjelmalohko on yksinkertainen for-silmukka,
jonka sisdlld lasketaan konvoluutiosumma. Konvoluutio lasketaan ylipaastosuoti-
men impulssivasteen kanssa, joka suunnitellaan Matlabissa.

Tee siis seuraavat vaiheet.

(@) Suunnittele Matlabissa FIR-ylipddstosuodin ikkunamenetelmalld eli komennol-
la firl . Suotimen rajataajuus on 3000 Hz ja laitteen naytteenottotaajuus on
24000 Hertsid. Suotimessa tulee olla 31 kerrointa. Ennen kertoimien laskentaa
anna komento format long ,jotta tarkkuus olisi riittdava.

(b) Kopioi kertoimet? tiedoston Loop_intr.c alkuun, jossa maédrittelet taulukon
float h[] = {0.001201261290430, 0.002048894418557,... jn e. }

(c) Poista ylld mainittu rivi (outputSample = inputSample ), ja laita sen tilalle
for-silmukka, esimerkiksi ndin:

2Copy-paste operaatio voi helpottua tallentamalla kertoimet ensin tekstitiedostoon (save -ascii ) ja
kopioimalla ne Notepadista. Matlabissa on my6s komennot fopen , fprintf  , jne., jolla tiedoston saa muo-
toiltua miten tahansa.
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(d)

sum = 0.0; | * Tyyppi float * [
for (k = 0; k < N; k++) / * indeksin k tyyppi int */
{

sum = sum + jotain;

}

outputSample = (short) sum;

For-silmukan sisédlld oleva termi "jotain " tdytyy korvata konvoluutiosummas-
sa olevalla tulolla. Konvoluution méaéaritelmdhéan kuuluu 31 ndytteen mittaisen
FIR-suotimen tapauksessa seuraavasti:

30

y(n) = Z h(k)x(n —k).

k=0

Huomaa kuitenkin, ettd muoto x(n — k) ei kelpaa sellaisenaan, koska kdytossa
on circular buffering, ja indeksi voi mennd negatiiviseksi. Jos ndin kédy, oikea
arvo loytyykin indeksilli n - k + bufferLength

Ké&anna ja aja ohjelma. Soita Windows Media Playerin esimerkkitiedosto. Kaiut-
timista pitdisi nyt kuulua ylipdaastosuodatettu versio kappaleesta.

Yleisid ongelmia

o Kirjoita C-kieltd, dlda C++:aa. Esim. muuttujat saa maédritelld vain lohkon
alussa, s.o. aaltosulun jalkeen.

e Muista joka kerralla kddntda ja ladata ohjelma uudelleen laudalle.

e Indeksointi for-silmukan sisdlld menee helposti vadrin. Muista, ettd C-
kielen taulukon indeksointi alkaa nollasta eika ykkosestd kuten Matlabissa.
Voit siis esim. tdssd tapauksessa viitata taulukkoon inputBuffer indek-
seilld 0, 1,...,255. Jos viittaat negatiivisella indeksilld, ohjelma luultavasti
silti kdantyy ja toimii. Virhe ilmenee ainoastaan esim. napsahduksina kun
ulostuloon péadsee vaarid arvoja silloin talloin.

e Jos kertoimet ovat vaarin, voi tuloksena olla ylivuoto.
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Luku 9

Epidlineaarinen suodatus

Tdhédnastinen kurssi on keskittynyt lineaarisiin suodatusmenetelmiin, eli sellaisiin suoti-
miin F(x(n)), joille on voimassa

Fl(ax(n) +by(n)) = aF(x(n)) + bF(y(n)),

kaikille reaaliluvuille a ja b ja kaikille signaaleille x(n) ja y(n). Myos sovellukset kayttavat
padosin lineaarisia suotimia. Tdstd huolimatta herda kysymys siitd, mita tapahtuisi jos ylla
olevasta rajoituksesta luovuttaisiin. Ilmeisesti talloin menetettdisiin mahdollisuus kayttaa
lineaaristen suodinten tehokasta suunnittelukoneistoa, mutta mitd saataisiin tilalle? Nai-
hin kysymyksiin tutustutaan seuraavassa.

Lineaarisia suotimia suunniteltaessa taustalla on ollut niiden taajuustulkinta. Esimer-
kiksi alipdastosuotimen tiarkein ominaisuus on pienten taajuuksien sdilyminen ja suurten
taajuuksien poistuminen. Suotimen toiminnan ymmartamisen kannalta tima on selva etu.
Toisaalta se myoskin rajoittaa suodinten toimintaa, silld esimerkiksi samalla taajuuskais-
talla olevia signaalia ja kohinaa ei voida erottaa toisistaan lineaarisin menetelmin.

Tarkastellaan alla olevaa signaalin spektria.

35 T T

30 n
25 g
20 n
151 n
10r n

5l 4

0 | I Al NN RO L

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus

Kyseinen signaali on tallennettu 16 bitin tarkkuudella. Oletetaan, ettd se kulkee kohinai-
sen kanavan ldpi ja ettd kukin bitti muuttuu todenndkoisyydelld p. Alla on tulossignaalin
spektri kun p = 1/1000. Talloin keskimdarin joka tuhannes bitti on muuttunut.

35 T

30
25
20
151

10r

I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus
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Kohina ei ole kovinkaan selvéasti havaittavissa ylld olevassa spektrissd, mutta jos tar-
kastellaan pelkén virhesignaalin spektrid, tulos on seuraavan nakoinen.

35 T T

3r - 4

25r-
J

15 f ! \ L ‘} il H"\‘ N
R R R O

0.5H Rl i

2 fill ‘

0 I I I I I I I 1 I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Kuviosta ndhddén, ettd tarkasteltu kohinamalli aiheuttaa kohinaa kaikille taajuuksille.
Naéin ollen mikéén lineaarinen suodatin ei voi poistaa kohinaa tehokkaasti.

Edelld olleessa esimerkissé olleesta kohinasta kdytetddn nimitysta bittivirhe. Jos olete-
taan, ettd bitit esittdvit posiviivisia kokonaislukua (unsigned int), muun muassa seuraavat
virheet ovat mahdollisia.

Lahetetty: 0011100001011100 Kymmenjarjestelméssa 14428
Vastaanotettu: 0011100001011101 Kymmenjarjestelméssa 14429
Vastaanotettu: 0011100000011100 Kymmenjarjestelméssa 14364
Vastaanotettu: 0011110001011100 Kymmenjarjestelméassa 15452
Vastaanotettu: 1011100001011100 Kymmenjarjestelméassa 47196

Jos bittivirhe muuttaa eniten merkitsevaa (ddrimmadisend vasemmalla olevaa) bittid, on
nédytearvon muutos 2" = 32768. Koska lineaariset suotimet perustuvat painotetun kes-
kiarvon laskentaan, vaikuttaa timd muutos suodatuksessa useisiin vasteen naytteisiin. Li-
neaarinen suodatin levittadkin bittivirhettd laajemmalle alueelle samalla pienentden sen
amplitudia.

Alla oleva kuvasarja havainnollistaa bittivirhettd aikatasossa. Ylin kuva on alkuperai-
nen signaali, seuraavassa on lisdtty bittivirhettd (virheen todenndkoisyys 0.01) ja kolmas
kuva esittda ndiden kahden erotusta, ts. varsinaista bittivirhetta.

1 T
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-1 ! ! ! ! ! ! 1 1 1
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Koska bittivirhe ja varsinkin sen suodatus aikatasossa riippuu jossain médrin signaa-
lista, on suodatusta usein tapana tarkastella vakiosignaalin yhteydessd. Alla olevassa ku-
vassa on bittivirhetta lisdtty nollasignaaliin todennikoisyydelld 0.01.

0.5 T T T

)
4
o
aJ
3
b

-1 ! 1 1 1 1 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Jos tama suodatetaan viiden mittaisella FIR-suotimella tuloksena on alla olevan kuvan
mukainen signaali. Suotimen kertoimet on valittu yhtd suuriksi siten, ettd niiden summa
on yksi (valinta tehtiin ndin paremman puutteessa; taajuuksiin perustuvasta suunnittelus-
tahan ei ole mitddn apua nyt). Kuvasta ndhdéan, ettd jokaisesta signaalissa olevasta im-
pulssista on tullut viiden mittainen impulssi, jonka amplitudi on yksi viidesosa alkuperai-
sestd. Vakiosignaalin tapauksessa kohinan poistuminen ei ole kovinkaan hyva.

0.15 T

0.1 B > 4
0.05 .
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Jos kohinan tiedetddn muodostuvan yksittdisistd impulsseista, halutaan suotimen ole-
van mahdollisimman immuuni suurimmille ja pienimmille arvoille ikkunan sisélla. Esi-
merkki tillaisesta suotimesta on yleisimmin kéytetty epédlineaarinen suodin: mediaanisuo-
din. Mediaanisuodin valitsee ulostuloksi suuruusjarjestyksessa keskimmadisen. Alla on suo-
datustulos mediaanisuotimella kun ikkunan pituus on viisi.
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Kuvasta ndhddan, ettd lahes kaikki impulssit poistuvat. Mediaanisuodin toimiikin erin-
omaisesti yksittdisten impulssien poistossa vakiosignaalista. Tasta ei toki voida vetdd mi-
tddn johtopddtoksid suotimen soveltuvuudesta muunlaisille kuin vakiosignaaleille. Line-
aarisista suotimista poiketen mediaanilla ei ole varsinaista taajuustulkintaa, joten se sopii
verraten huonosti esimerkiksi ddnenkdsittelyyn ja muihin taajuuksien suodatukseen pe-
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rustuviin sovelluksiin. Sen sijaan sitd kdytetddn jossain maarin mm. kuvissa esiintyvan
kohinan poistoon.

Alla on esimerkki tilanteesta, jossa mediaanisuodin toimii erinomaisesti. Vasemmalla
olevaan alkuperdiseen kuvaan lisdtdan keinotekoisesti ns. salt & pepper-tyyppista kohinaa,
jossa kukin pikseli muuttuu satunnaisesti taysin valkoiseksi tai mustaksi tietylld todenna-
koisyydella (tdassd 4 % + 4 %).

50 100 150 200 250

Suodatettaessa kohinainen kuva 3 x 3-keskiarvosuotimella, jad jokaisesta impulssista
kuvaan kopio suotimen impulssivasteesta (ks. kuva vasemmalla). Mediaanilla suodatet-
taessa kuvasta poistuvat miltei kaikki impulssit (ks. kuva oikealla). Kuvaan jdi ainoastaan
yksittdisid impulsseja kohtiin, joissa alkuperdisessd kuvassa oli rykelmé samansuuntaisia
impulsseja. Ndistdkin paastdisiin eroon kdyttdmalld suurempaa ikkunaa. Tdstd herddkin
kysymys montako impulssia eri suotimet eri kokoisilla ikkunoilla "sietdvét", ja voidaan
madritelld robustisuuden késite.

50
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9.1 Robustisuus

Epélineaarisen suodatuksen yhteydessd puhutaan suotimen robustisuudesta (engl. robust-
ness). Robustisuudella tarkoitetaan suotimen olevan epdherkka heratteen muutoksille. Ai-
emmin olleen esimerkin perusteella voitaisiin vaittdd mediaanisuotimen olevan keskiar-
vosuodinta robustimpi. Tdma nédkyy siind, ettei bittivirheen lisdédminen alkuperdiseen nol-
lasignaaliin muuta mediaanisuotimen ulostuloa yhtd paljon kuin keskiarvosuotimen.

Useimmiten robustisuudesta puhutaan kvalitatiivisessa mielessa. Tama tarkoittaa, et-
ta sanotaan esimerkiksi suotimen A olevan robustimpi kuin B. Suodinten suunnittelun ja
analyysin kannalta olisi mielekkddmpéaa sanoa vaikkapa suotimen A olevan kaksi kertaa
niin robusti kuin suodin B, tai jopa ettd suotimen A robustisuus on 0.4 kun taas suoti-
men B on 0.2. Tallaiseen kdyttoon sopivia robustisuusmittoja on kehitelty ja erds niistd on
suotimen murtumapiste.

Suotimen murtumapiste (engl. breakdown point) on suurin méaara muutoksia ikkunan si-
salla olevissa arvoissa, joka ei vield voi saada ulostuloa selvisti alkuperdista suuremmaksi
tai pienemmaéksi. Toinen tapa esittdd asia on kysyd kuinka monta ikkunan sisélld olevaa
arvoa voidaan korvata hyvin suurilla tai pienilld arvoilla, jotta ulostulo ei vield muutu
merkittavasti. Useimmiten “hyvin suuri arvo” ja “merkittivd muutos” tarkoittavat arvoa
+o0. Lisdksi tulos on tapana jakaa ikkunan alkioiden lukumaaralla.

Esimerkiksi viiden mittaisen mediaanisuotimen murtumapiste on £. Tdma lasketaan
seuraavasti. Jos ikkunan sisdlla on viisi darellistd arvoa, joista yksi korvataan co:114, medi-
aani on ddrellinen (jarjestetty vektori on muotoa (x, *, *, %, 00), missd "+” on jokin ddrellinen
arvo). Jos kaksi arvoa korvataan co:114, mediaani on edelleen ddrellinen (jarjestetty vektori
on muotoa (*, *, ¥, 00, 00)). Mutta jos kolme arvoa korvataan oo:1ld, mediaanista tulee d4-
reton (jdrjestetty vektori on muotoa (*, *, 00, 00, 00), josta valitaan keskimmdinen). Kaksi
ddretontd on siis suurin maard, jolla ulostulosta ei tule ddretontd. Tama jaetaan ikkunan
alkioiden méérélld 5, jolloin saadaan murtumapisteeksi 2.

Vastaavalla tavalla havaitaan seitsemédn mittaisen mediaanisuotimen murtumapisteek-
si %, koska kolme ddretontd ei vield saa mediaania ddrettomaksi, mutta nelja saa. Yleisem-
min 2k + 1-pituisen mediaanisuotimen murtumapiste on k/(2k + 1), kunk =1,2,3,....

Viiden mittaisen keskiarvosuotimen murtumapiste sen sijaan on nolla, silld ensimmai-
nen oo saa keskiarvon dérettoméaksi.!

9.2 Muutamia epadlineaarisia suotimia

Tassa kappaleessa tarkastellaan lyhyesti muutamia yleisimmin kdytettyjd epélineaarisia
suotimia.

9.2.1 Mediaanisuodin

Aiemmin tutustuttiin jo mediaanisuotimeen. Tadsmaéllinen maaritelma on seuraava.
N:n pisteen (merkitddn N = 2k + 1) mediaanisuotimen vaste heritteelle x(n) on

y(n) = MED{x(n — k), x(n—k+1),...;,x(n—=1);x(n),x(n+1),...,x(n + k)},

! Asrettomien kanssa laskemista on téssa yksinkertaistettu olettamalla laskusdantd a + co = co. Mééritel-
mit voi toki tehda tdsméllisemminkin, mutta talla kurssilla tyydytdan yksinkertaisempaan késittelyyn.
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missd "MED” tarkoittaa annetun joukon mediaania, s.o. jarjestyksessd keskimmaista alkio-
ta. Jos alkioita on parillinen maard, MED antaa kahden jarjestyksessad keskimmaisen alkion
keskiarvon.

Esimerkiksi

MED{1,4,3,2,5} = 3,
243

MED({1,4,3,2}= 5> = 25.

Mediaanin hyvdnd ominaisuutena on voimakas robustisuus.

9.2.2 Painotettu mediaanisuodin

Mediaanisuodinta kaytettdessa jokaisella ikkunan sisilld olevalla arvolla on sama paino.
Jos tilannetta verrataan FIR-suodatukseen, vastaava tilanne tulisi vastaan kertoimien olles-
sa samat. Tdma rajoite véltetddn tarkastelemalla painotettua mediaanisuodinta. N:n pisteen
painotetun mediaanisuotimen vaste herétteelle x(n) painoilla (w, wy,...,wy) on

y(n) = MED{w;$x(n — k), wOx(n —k + 1), ..., wiOx(n — 1), w1 Ox (),
Wi Ox(n 4 1), wOx(n + k),

missd merkintd r{x tarkoittaa ndytteen x monistamista r kertaa, esimerkiksi 3$2 = 2,2, 2.

Nyt on huomattava, ettd tavallinen joukon méaédritelma ei endd riitd, vaan on kdytettava
multijoukkoa, jossa toisto on sallittu. Tavallisella joukon késitteelld joukot {23, 34} ja {3, 4}
ovat samat, mutta multijoukkoa kaytettdessa {23,304} = {3, 3,4,4,4}.

Olkoon ikkunan sisélld alkiot (17,18, 13,25,24). Painoilla (1,2, 3,2, 1) ulostulo laske-
taan seuraavasti. Ensin ndytteet monistetaan painojen mukaisesti. Tuloksena saadaan mul-
tijoukko {1417,2518,3013,2425,1524} = {17,18,18,13,13,13, 25, 25, 24}. Taman jalkeen
joukko jdrjestetddn ja saadaan (13,13,13,17,18,18, 24, 25,25). Ndistd valitaan keskimmai-
nen, joka on 18 (sattumoisin sama kuin mediaani).

Painoja kdyttdmalla on mahdollista muuttaa mediaanin ominaisuuksia. Muutos on ai-
na vihemman robustiin suuntaan, silld voidaan osoittaa mediaanin murtumapisteen ole-
van suurin kaikista painotetuista mediaaneista. Ndin ollen muut painotetut mediaanit
muuttavat vdhemman alkuperdistd signaalia ja poistavat samalla vdhemman kohinaa.

Mediaani- ja keskiarvosuotimilla on mielenkiintoinen yhteys. Joukon {xi,xz,...,xn}
keskiarvo on se reaaliluku 0, joka minimoi summan

N
E (Xk — 9)2
k=1

Joukon {x1,%,, ..., xn} mediaani puolestaan on se reaaliluku 6, joka minimoi summan

N
> a—ol.
k=1

Néenndisista eroavaisuuksistaan huolimatta néille voidaan siis 16ytdaa hyvin samankal-
taiset esitykset. Ndistd esityksistd on hyotyd teorian kannalta, silld niiden avulla voidaan
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osoittaa mediaanin olevan tilastollisesti paras suodin (vakiosignaalin tapauksessa), kun
signaalissa oleva kohina noudattaa Laplace-jakaumaa, esimerkiksi

— o2
p(x) =e ™.
Keskiarvo puolestaan on paras suodin, kun signaalissa oleva kohina noudattaa Gaussin

jakaumaa, esimerkiksi

(X) = e
P Van

Y1l4 olevia muotoja vastaavat esitykset 10ydetdan painotetulle keskiarvosuotimelle (eli
FIR-suotimelle) ja painotetulle mediaanille.

Joukon {x1,x2,...,xn} painotettu keskiarvo painoilla (W, w,,...,wy) on se reaaliluku
0, joka minimoi summan

x2

N
Z Wk(Xk — 9)2
k=1

Joukon {x1,x,, ..., xn} painotettu mediaani painoilla (wy, w;,...,wy) on puolestaan se re-
aaliluku 6, joka minimoi summan

N
Z Wk’Xk — 9!
k=1

Painotetun mediaanisuotimen murtumapiste saadaan lausekkeesta

1 A -
Nmax{mGZJr: Z W) <0-SZWk}>
k=1

k=N—m-+1

missd suotimen painot ovat wy, w;,, ..., wn. Lausekkeessa haetaan suurin sellainen koko-
naisluku m, ettd m:n suurimman painon summa ei vield ole yli puolet kaikkien painojen
summasta.

9.2.3 L-suotimet

On olemassa myo6s muita ratkaisuja painokertoimien lisddmiseksi mediaaniin. Yksi tallai-
nen ratkaisu muodostaa L-suodinten joukon.

Merkitdaan ikkunan alkioita vektorina (x1, X2, . .., xn) ja ndistd jarjestamélla muodostet-
tua vektoria merkinnalld (x(1), X(2), X(3)y - - -y X(N) ), Missd x(1) < x2) < x3) < ..o < X(N)-
Télloin L-suodatuksen ulostulo painoilla (w;, wy,...,wy) on

N
Yy = Z WkX(k).
k=1

IIman jérjestdmistd L-suodin olisi tavallinen FIR-suodin.

Olkoon ikkunan sisilla alkiot (17,18, 13, 25, 24). Painoilla (0.1, 0.2,0.4,0.2,0.1) ulostulo
lasketaan seuraavasti. Ensin naytteet jarjestetadn: (13,17, 18, 24, 25), ja jarjestetyn vektorin
ndytteet kerrotaan vastaavilla painoilla ja summataan:

0.1-13+0.2-17+04-18+0.2-24+0.1-25=19.2.
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Valitsemalla sopivat painot L-suotimesta saadaan keskiarvosuodin, mediaanisuodin tai
ns. x-viritetty-suodin (engl. a-trimmed mean). Se on L-suodin, jonka painot ovat

o m, kun aN +1 <k < (1 — )N,
0, muulloin.

Hankalan nakoisistd lausekkeista huolimatta x-suotimen idea on yksinkertainen. Ikku-

nasta poistetaan tietty mddrd suurimpia ja pienimpid alkioita ja lopuista otetaan keskiar-

vo. Esimerkiksi seitsemén pisteen «-viritetty-suodin parametrin o arvolla 2 on L-suodin

kertoimilla (0, O, %, %, %, 0,0). Nyt nimittdin painot saadaan lausekkeesta
1 2 2
0, muulloin,

eli sievennettyna

3

o — 1, kun3 <k <5,
A 0, muulloin.

Parametri « méaaraa siis poistettavien ndytteiden osuuden ikkunan kaikista naytteista.
Mitd suurempi sen arvo on, sitd enemman suuria ja pienid arvoja poistetaan ja sitd ldhem-
pdnd tulos on mediaanisuodinta.

Koska L-suotimen ulostulo lasketaan sisdédntulevien arvojen lineaarikombinaationa (eli
kertolaskulla ja yhteenlaskulla), tulee sen murtumapisteeksi sama kuin FIR-suotimella eli
nolla. Poikkeuksena ovat ne L-suotimet, joiden ensimmadinen ja viimeinen kerroin (w; ja
wy) ovat nollia (ks. harjoitus 9.2).

Harjoitustehtavia

9.1. (Matlab) Lataa Matlabiin kuva cameraman komennolla
X = imread('cameraman.tif’);

Saat kuvan ruudulle komennolla imagesc(X) . Lisdd nyt kuvaan keinotekoista ko-
hinaa komennolla imnoise . Valitse kohinamalliksi ‘salt & pepper’ parametrillda D =
0.06. Katso miltd tulos ndyttdd ja suodata se kaksiulotteisella 5 x 5-FIR-suotimella
(filter2 ), jonka kertoimet ovat yhtdsuuret (kerroinmatriisi M=ones(5,5)/25; ).
Vertaa tulosta 5 x 5-mediaanisuotimella saatavaan tulokseen (medfilt2 ).

9.2. Laske yhdeksdn pisteen x-viritetyn suotimen murtumapiste kun « = 2.

9.3. Tarkastellaan suodatustilannetta, jossa ikkunan sisédlld on ndytteet x;,xz,...,xn (N
on positiivinen kokonaisluku). Osoita, ettd lauseke

Z(Xk— 9)2

N
k=1
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94.

9.5.

saa pienimman arvonsa kun parametri 0 saa arvon

Vihje. Etsi derivaatan nollakohdat.

(Matlab) Outlierien poisto ddnisignaalista on haasteellisempaa kuin kuvasta, kos-
ka epdlineaaristen suodinten vaikutus taajuusspektriin on vaikeasti ennustettavis-
sa. Pelkkd outlier-arvojen poisto tapahtuukin yleensa turvallisimmin tunnistamalla
niiden sijainti jollain tilastollisella testilld, ja suodattamalla vain nima kohdat esimer-
kiksi mediaanisuotimella.

Toteutetaan tdssd tehtdvdssa Matlabilla yksinkertainen outlier-tunnistin. Lataa esi-
merkkisignaali osoitteesta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/scratch.mat

Muuttujassa X on rahinainen versio Matlabin Handel-testisignaalista. Toteuta yksin-
kertainen outlier-tunnistin, jossa piste x(n) tulkitaan poikkeavaksi arvoksi jos

Ix(n) —m|

2 9.1
— >, 1)

missd m on koko signaalin keskiarvo (komento mean) ja s sen keskihajonta (komento
std )?. Korvaa kaikki ndin tunnistetut outlierit viiden perdkkdisen ndytteen mediaa-
nilla for-silmukassa. Kuuntele tulos ja vertaa sitd rahinaiseen.

(Matlab) Edellisen tehtdvan kaltaisissa ilmaisuongelmissa tunnistimen hyvyytta voi-
daan arvioida sen mukaan montako tapausta tunnistettiin oikein (true positive rate;
TPR) ja toisaalta montako vadardd osumaa tuli (false positive rate; FPR). Tasmallisem-
min ndméd maédritellddn seuraavasti:

tunnistetut todelliset outlierit

kaikki todelliset outlierit
virheellisesti tunnistuneet ei-outlierit

kaikki ndytteet

TPR =

FPR =

Namaé suureet selvastikin riippuvat toisistaan, koska mitd herkemmin menetelma
tunnistaa, sitd enemmaén vaarid sekd oikeita tunnistuksia tulee.

(a) Laske TPR- ja FPR-arvot edellisen tehtdvan tapaukselle. Tdtd varten tarvitset
outlierien todelliset sijainnit. Tdssd tapauksessa hiirio oli itse lisdttyd, ja out-
lierien sijainnit 10ytyvat tiedoston scratch.mat  muuttujasta e (arvo true =
outlier, arvo false = ei-outlier).

(b) Kokeile kuinka TPR ja FPR muuttuvat jos laitat kaavan (9.1) oikealla puolella
olevan Hervanta-vakion 2 tilalle luvut 1.5 tai 2.5.

2Huomaa, etti tulos olisi parempi jos koko signaalin keskiarvon ja hajonnan tilalla olisi paikallinen kes-
kiarvo ja hajonta esim. 100:sta lahimmaésta naytteesta
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Kaikilla kynnyksen eri arvoilla saatavat FPR-TPR-kombinaatiot on kuvattu alla ole-
vassa kuvassa. Esimerkiksi parametrin arvolla 1 saadaan TPR = 0.79 ja FPR = 0.26,
mikd on yksi piste kdyralld. Kohdassa b saamasi tulosten pitdisi olla myos kayral-
1a. Tastd ns. ROC-kiiyristii voidaan arvioida tunnistimen tehokkuutta: mitd suurempi
kdyran alle jadva pinta-ala, sen parempi.
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